ISTATISTIK FIZIK
DENEY KILAVUZU

Bursa Uludag Universitesi
Fizik Bolimi

Bu kilavuz, 6zgiin laboratuvar foyiiniin IXTEX ile yeniden diizenlenmis stirtimiidiir.
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Deney No : 1
Deneyin Adv: Chi-Kare Testi (x*)

Kuramsal Bilgiler

Bir deney yapildiginda bir dizi sonug elde edilir. Olay sayisi ya da kategori sayis1 K, deneyde
ya da bu deneyin dayandigi kuramda varolan sonug sayisidir. Tiim bu sonuglar belli bir frekans
ile ya da belli bir olasilikla verilebilirler. Olasiliklarin toplami bir (1) olduguna gore; K —1 tane
sonug belli ise K. hesaplanabileceginden n serbestlik derecesi i¢in, n = K — 1 ifadesi gecerlidir.

Dizide m tane deneysel (6lgiilen, gozlenen) deger Oy, O, ..., Oy, bulunsun. Bunlara kargilik
gelen kuramsal (beklenen, umgu) degerler de E1, Fa, ..., E,, olsun. Chi-kare,
" (0; — E;)?
f:}jL——JL (1.1)
i=1 E;

ifadesinden hesaplanabilir.
Belli bir n serbestlik derecesi icin, y?'nin degeri arttikca F indisi artar, a 6nem diizeyi
azalir. Cizelge 1.3’te x?'nin F indis degerinden o énem diizeyi soyle bulunur. F' = 0,050 icin

a=1-F =1,000 - 0,050 = 0,950 = %95,0 (1.2)

dir. Ote yandan, ayn1 énem diizeyi icin serbestlik derecesi arttiginda x? de artmaktadir.
Bu nedenle, yalmzca y?min degerine bakilarak kesin bir yorum yapilamaz. Once x? hesapla-
nir, serbestlik derecesi tayin edilir, ardindan cizelgeden ilgili satirdaki x? degerleri arasindan,
hesaplanan x? degerinin hemen altindaki ve iistiindeki y? degerleri saptanir. Boyle bir islemde
x?'nin sifira yakin bir degerde cikmasina bakilarak deney-kuram uyusmasi konusunda yorum
yapilamaz. Belli bir serbestlik derecesi i¢in, yukaridaki gibi hesaplanan énem diizeyinin bire,
yani %100’e yakin olmasi esas alinarak yorum yapilmalidir. Onem diizeyi i¢in (1.2) ifadesindeki
deger elde edilmis ise, deney ile kuramin %95 uyugtugu soylenebilir.

Ornek

Dort para ile yazi-tura atma deneyinde 128 kez atig yapiliyor. Binom Dagilimi’na goére
kuramsal bagil frekanslar (kombinezonlar, ¢akigma fonksiyonunun degerleri) Cizelge 1.1’deki
gibidir.

Cizelge 1.1. Dért para i¢in mimkin durumlar.

Yazi Tura Bagil frekans (BF)

4 0 1
3 1 4
2 2 6
1 3 4
0 4 1

YBF =1+4+4+6+4+41=16 dir. Deney 16 x 8 = 128 kez yapilmistir. Oyleyse bu deney
i¢in kuramsal frekanslar Cizelge 1.2’deki gibi olacaktir (Kuramsal frekans = Bagil frekans x 8).

Cizelge 1.2. Kuramsal ve deneysel frekanslar.



Olay No (i) Yazi Tura Kuramsal Frekans (E;) Deneysel Frekans (O;)

1 4 0 8 9
2 3 1 32 34
3 2 2 48 44
4 1 3 32 33
) 0 4 8 8
TOPLAM 128 128

) (0, — E)*  (9-8)% (34—32)% (44—48)* (33-32)? (8-—28)?
ZEi_8+32+48+32+8

= 0,125 4 0,125 + 0,333 + 0,0313 + 0 = 0,614

Kategori sayis1 K = 5 ve serbestlik derecesi n = K — 1 =5 — 1 = 4 olup Cizelge 1.3’teki
ilgili satirdan goriilecegi iizere, hesaplanan x? degeri, X%,025 = 0,484 ile X3,050 = 0,711 degerleri
arasinda kalmaktadir. Burada Fy = 0,025 ve Fy = 0,050’dir. Oyleyse, kaba bir yaklagimla o
onem diizeyi, a = 1 — 0,050 = 0,950 = %95,0 olmaktadir. Buradan, en kaba durumda deney
ile kuramin %95 uyustugu soylenebilir.

F

A
Fy
F
Iy

2 - X
X1 X X2
Sekil 1.1.

Saghkli bir y2-testi, cizelgede bulunan iki deger arasinda interpolasyon yapilarak gerceklestirilir
(Sekil 1.1). Bu amagla asagidaki ifade kullanilir (ABC iiggeninde Thales bagintisi).

F-F X=X
F-F  xX3-x3

(1.3)

F-0025 0,614 — 0,484
0,050 — 0,025 0,711 — 0,484
0,130
0,227
F = 0,025 + 0,0143 = 0,0393

a=1—F =1,000—-0,0393 = 0,9607 = %96,1

F — 0,025 = 0,025 - =0,0143

olur.



Laboratuvar Calismas

Asagida iki ayr1 deneyin sonuclar: verilmistir. Bunlara y?-testini uygulaymiz.
1-) Bir zarmn 120 kez atilmasiyla asagidaki sonuglar elde edilmistir:

Zarin Yuzi 1 2 3 4 5 6

Gozlenen Frekans 23 17 15 24 17 24
Kuramsal Frekans

2-) Dort para 320 kez atilmigtir. Her kez kag yazi geldigi sayiliyor. Deney sonuglar1 agagida
verilmistir:

Yaz1 Sayisi 0 1 2 3 4

Gozlenen Frekans 22 &85 113 83 17
Kuramsal Frekans

DIKKAT! Herhangi bir kategori sayis: icin deneysel ya da kuramsal frekans sekizin altinda
ise boyle olaylarin ikisi-ii¢ii bir araya toplanir ve bunlara tek olay gozii ile bakilir. Bu durumda
serbestlik derecesi azalir.



Y:-DAGILIMI (CHI-SQUARE DISTRIBUTION)

F : indis (taral alan)
a : 6nem diizeyi (1 — F)
1 : toplam alan
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Deney No : 2 )
Deneyin Adi: Binom Dagilimi-I (Ikili Olasiliklar-Para Atiglar:)

Kuramsal Bilgiler

N tane para iceren ideal bir sistem gz Ontine alimiz. Her bir para atisi sonunda ya “yazi”
yva da “tura” gelecektir. Dikkati herhangi tek bir para iizerinde toplayarak, p ile yazi, ¢ ile de
tura gelme (yaz gelmemesi) olasiligini gosterelim. Paranin dik gelme olasiligl 6nemsiz oldugu
icin, bu iki olasilik tiim olasiliklar: icerir. Boylece normalizasyon kosulu,

ptrg=1 (2.1)

yva da ¢ = 1 — p sonucunu verir. Paranin geometrik merkezi agirlik merkezi ile ¢akigsik
varsayilabilecegi igin teorik mekanik yasalarina goére, simetri nedeniyle tercihli yonelme soz
konusu olamaz. O zaman p = ¢ = 1/2’dir. Sistem ideal oldugu i¢in paralar arasindaki etkilesme
hemen hemen 6nemsizdir ve bdylece yonelmeler istatistik bagimsiz alinabilir. Bu nedenle verilen
herhangi bir paranin yazi1 gelme olasiligini, sistemdeki bagka bir paranin yaz ya da tura gelme
olasiligr etkilemeyecektir.

Para sisteminin N 6gesi arasinda yaz1 gelenlerin sayisi n ile, tura gelenlerin sayis1 da n' ile
gosterilsin. Agikea;

n+n =N (2.2)

ve boylece n’ = N — n olur.

Simdi N paral sistemden olugan A 6geli (ya da N atigh) istatistik kiimeyi goz oniine alalim.
Yaz1 gelen paralarin n sayisi her atigta ayni degildir, fakat n = 0,1,2,..., N olasi degerden
birini alabilir. Bu durumda ilgi c¢ekici soru sudur: n’nin her olasi degeri i¢in N paradan n
tanesinin yazi gelmesinin P(n) olasiligi nedir?

Bu sorunun matematiksel ve fiziksel cevabi, derste Binom Dagilimi konusu iglenirken elde
edilmektedir. Istenen olasilik “Binom Dagilimi” ile verilir,

N!
Py(n) = ————p"g" " 2.
V) = e P (23)
dir ve p = ¢ = 1/2 oldugu igin, para atislarinda,
N!
P =—— (1/2)V 2.4
() = o= (U2) (2.4)

seklini alir.
N atigta n’nin belirli bir degeri aldig1 atig sayisina “frekans” denir ve F'(n) ile gosterilir.
Dagilimdaki

N!

Cnln) = nl(N —n)!

(2.5)
ya da

CN(TL) = PN(TL) . 2N (2.6)

katsayisina “bagil frekans” ya da “kombinezon” denir. Burada

2V =% "Cn(n) (2.7)
dir.



Deneyin Yapilisr

Iki Para Ile Atiglar

Deneye baglamadan 6nce, Cizelge 2.2’deki kuramsal siitunlari agagidaki siray: takip ederek
doldurunuz.

1) (2.5) ifadesinden yararlanarak kuramsal Cy(n) degerlerini hesaplayiniz.

2) (2.4) ifadesinden yararlanarak kuramsal Py(n) olasiliklarini hesaplaymiz. Tim olasilik
hesaplarimiz1 virgiilden sonra dort hane yiiriitiiniiz.

3) 3. Cn(n) degerini bulunuz. Bu deger 2V’e esit mi?

4) F(n) = Cn(n) =N - Py(n) ifadesinden kuramsal frekans degerlerini, tamsay1

> Cn(n)
olarak, belirleyiniz.

5) F(n) degerinin en az 10 olmasma dikkat ediniz. N/ > Cn(n) katsayis1 10 segilerek bu
saglanabilir.

Atig yapacagimiz paralara numaralar veriniz. Her kez paralari avucunuzda calkalayip atiniz.
Toplam 200 atig yapimiz (N = 200) ve Cizelge 2.1’i olugturunuz.

Cizelge 2.1. Iki para deney verileri.

Atis No 1. Para 2. Para n n/

1 Y T 1 0
2

200

Atiglariniz tamamlandiginda, deney verilerini kullanarak Cizelge 2.2’deki deneysel stitunlar
asagidaki siray1 takip ederek doldurunuz.

1) Atiglar: guruplar halinde sayarak, kag kez Y-Y (n =2), Y-T ve T-Y (n = 1), T-T (n = 0)
geldigini belirleyerek, deneysel F'(n) frekanslarmi belirleyiniz.

2) Py(n) = £

hesaplarinizi virgtilden sonra dort hane yiiriitiiniz.

ifadesinden yararlanarak, deneysel olasiliklar: hesaplayiniz. T{im olasilik

Cizelge 2.2. Iki para ile atislar icin dejerlendirme.

DURUMLAR KURAMSAL DENEYSEL
l.para 2.para ‘ n n' | Cy(n) F(n) Pan)| F(n) Ps(n)
Y Y [2 0| |
A
T T [0 2| |
TOPLAM | |

Y-Y gelme olasihigimin kuramsal olarak 1/4 ve T-T gelme olasiligimin 1/4 oldugu agiktir.
Simdi 200 atiginiz1 tarayarak, bir Y-Y geliginin hemen ardindan T-T geligi durumunun deneysel
frekansim bulunuz (Fp). Kuramsal olarak bagh olasiliklar ilkelerine gore; Pg = P»(2) - P2(0) =
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0,2500-0,2500 = 0,0625’dir. Buna gore; elde edilen bu kuramsal olasilik, F5/200’e egit olmalidir.
Oyle mi? Sonucunuzu yorumlaymiz.

Bu deneye y?-testini uygulaymiz ve sonucu yorumlayiniz. Kuramsal ve deneysel frekanslar
birlikte bir ¢gubuk diyagraminda gosteriniz.

Bilgisayarda Bes Para Ile Atiglar

Para atiglar bilgisayar ile de yapilabilir. Boylece, daha kisa siirede, daha biiyiikk N atig
sayilar1 gerceklestirilebilir. Hatta, sistemdeki 6ge sayisit da arttirilabilir. Béylece, kuramsal ve
deneysel sonuclarin daha biiyiik bir dogrulukla uyusmas: saglanabilir.

Bes parali bir topluluk diigtintintiz (N = 5). Her atigta yaz1 gelen para sayisi n ile gosterilsin.
Dogal olarak n = 0,1,2,3,4,5 degerlerinden birini alacaktir ve 2V = 2° = 32 farkli sekillenim
s0z konusu olacaktir.

Deneye baglamadan 6nce, Cizelge 2.3’teki kuramsal siitunlar1 agagidaki siray1 takip ederek
doldurunuz.

1) (2.4) ifadesinden yararlanarak kuramsal Py(n) olasiliklarim hesaplayimiz. Tiim olasilik
hesaplarinizi virgiilden sonra dort hane yiiritiniz.

2) F(n) = N - Py(n) ifadesinden kuramsal frekans degerlerini, tamsay1 olarak, belirleyiniz.

Bilgisayar programinda, iki farkli atig sayis1 N’ = 3200 ve N’ = 32000 i¢in ¢alisimiz. Deney-
sel frekanslar bilgisayar size verecektir, Py(n) = F(n)/N ifadesinden yararlanarak, deneysel
olasiliklar1 hesaplayimmiz. Tim olasilik hesaplarinizi virgiilden sonra doért hane ylriitiiniz ve
Cizelge 2.3’teki deneysel siitunlar: olugturunuz.

(lizelge 2.3. Bes para ile atislar igin degerlendirme.

N = 3200 N = 32000
KURAMSAL DENEYSEL | KURAMSAL DENEYSEL
Ps(n) F(n) F(n) Ps(n)| Ps(n) F(n) F(n) Ps(n)

3\

T W~ O3
— N W i Ot

TOPLAM

Bu deneye x?-testini uygulayiniz, kuramsal ve deneysel frekanslariniz icin birer ¢ubuk di-
yagrami ¢iziniz. Sonuglarinizi yorumlayiniz.



1

2

Bilgisayar Programa

Bu deneyde “Bilgisayarda Beg Para Ile Atiglar” boliimiinde kullanilan bilgisayar programi,
ozgin kilavuzda BASIC dilinde yazilmigtir. Agagida bu programin Python diline aktarilmig
hali verilmigtir. Program, N tane paranin N kez atilmasi deneyini simiile eder ve her atigta
kag tane “yaz1” geldiginin deneysel frekans dagilimini (F'(n)) hesaplar.

import random

def coklu_para_atislari(deney_sayisi, para_sayisi):
"""N tane paranin deney_sayisi kez atilmasini simule eder.

deney_saytisi : kac kez N-para deneyinin tekrarlanacagt (ozgun
kilavuzdaki °N’° = N)
para_sayist : bir defada atilan para sayist (W)

Donen deger: R[n] = n tane yazi gelen atisin frekanst
(n =0, 1, ..., para_saytsi)
R = [0] * (para_sayisi + 1)
for _ in range(deney_sayisi):
yazi_sayisi = 0
for _ in range(para_sayisi):
# 0: yazi, 1: tura (estit olasilikli)
if random.randint(0, 1) ==
yazi_sayisi += 1
Rlyazi_sayisi] += 1
return R

5 def sonuclari_yazdir(deney_sayisi, para_sayisi, R):

print (f"MAJISKUL N = {deney_sayisi} PARA SAYISI N = {para_sayisil}")
print (£"{’DENEYSEL’ : >30}")
print (£"{’FREKANS’:>30}")
print ("=" * 24)
for n in range(para_sayisi + 1):
yazi, tura = para_sayisi - n, n
print(f"{yazi} Y {tura} T ==> F({n}) = {R[nl}")

if _name__ == "_main_ ":

N_deney = int(input("MAJISKUL N (deney sayisi) = "))
N_para = int(input("PARA SAYISI N = "))

R = coklu_para_atislari(N_deney, N_para)

sonuclari_yazdir(N_deney, N_para, R)

Program 2.1. Binom Dagilimi-I — Coklu Para Atislar.

Python dosyasini indir: Google Drive’dan indir
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https://drive.google.com/file/d/13YOyikLETj5vifOK-t18Jd-RxrtBornE/view?usp=sharing

Deney No : 3
Deneyin Adi: Binom Dagilimi-1I1 (Coklu Olasiliklar-Zar Atislar:)

Kuramsal Bilgiler

N tane zar iceren ideal bir sistem gtz 6niine aliniz. Her bir zarin alt1 ytiziinden her biri esit
olasilikla gelecektir. Dikkati herhangi tek bir zar iizerinde toplayarak, p ile “6” gelmesi, ¢ ile
de “6” gelmemesi olasiligini gosterelim. Normalizasyon kosulu,

p+qg=1 (3.1)

ya da ¢ = 1 — p sonucunu verir.

Zarlar hilesiz ve agirliksiz ise tercihli bir yonelme stz konusu olamaz. Buna gore; p = 1/6
ve g =1—1/6 =5/6 olur. Sistem ideal oldugu i¢in zarlar arasindaki etkilesme hemen hemen
onemsizdir. Bu nedenle verilen herhangi bir zarin “6” gelmesi olasiligini, sistemdeki bagka bir
zarin “6” ya da bagka bir degerde gelmesi etkilemeyecektir.

Zar sisteminin N 6gesi arasinda “6” gelenlerin sayisi n ile, “6” gelmeyenlerin sayis1 da n’ ile
gosterilsin. Agikea;

n+n =N (3.2)

dir ve boylece n’ = N — n olur.

Simdi N zarh sistemden olugan N 6geli (ya da N atigh) istatistik kiimeyi goz 6niine alalim.
“6” gelenlerin n sayis1 her atigta aym degildir, fakat n =0,1,2,..., N olas1 degerden herhangi
birini alabilir. Bu durumda ilgi ¢ekici soru sudur: n’nin her olasi degeri i¢cin N zardan n
tanesinin “6” gelmesinin P(n) olasihgl nedir? Bu sorunun matematiksel ve fiziksel cevabu,
derste Binom Dagilimi konusu iglenirken elde edilmektedir:

N!

P — n N-—n )
N (1) v a7 (3.3)
dir. Burada p =1/6 ve ¢ = 5/6 oldugu i¢in
Nl 5N=m
P = 4
seklini alir. Bagil frekans ise
Cn(n) = Py(n) -6~ (3.5)

ile verilir. Burada 6~ = 3" Cy(n)'dir.
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Deneyin Yapilisr

1. Degerlendirme (jki zar icin, zarlarin hicbirinde, bir tanesinde, her itkisinde
de “67 gelmesi)

Deneye baglamadan once (izelge 3.2’deki kuramsal siitunlar1 agagidaki sirada doldurunusz.
Tiim olasiliklar: virgiilden sonra dort hane yiiriitiiniiz.
1) (3.4) ifadesinden kuramsal Py (n) olasiliklarimi hesaplayiniz.
2) (3.5) ifadesinden kuramsal Cy(n) degerlerini hesaplayiniz.
3) 3. Cn(n) degerini bulunuz. Bu deger 6™V’e esit olmaldir.
4) F(n) = N _Ovln) = N - Py(n) ifadesinden kuramsal frekanslari, tamsayi olarak,
>2Cn(n)

belirleyiniz.
Atig yapacagimiz zarlara numara veriniz. Her seferinde zarlari avucunuzda calkalayip atiniz.
Toplam 360 atig yapimiz (N = 360, Nigin?). Cizelge 3.1’1 olugturunuz.

Cizelge 3.1. Iki zar atise deney verileri.

Atis No 1. zar 2. zar n Toplam

1
2

360

Gelebilecek durumlar; 1-1, 1-2, ...... , 1-6; 2-1, 2-2, ... , 2-6; ...... ; 6-1, 6-2, ...., 6-6 olmak
iizere 36 farkh gekillenim icerir. Cizelge 3.2’den goriildigii gibi, guruplandirmada, 6nce “6”
bulunmayan, sonra bir tane “6” bulunan ve en son da her iki zarin da “6” geldigi sekillenimler
yerlegtirilmistir.

Deney verilerini kullanarak, Cizelge 3.2’deki deneysel siitunlar: agagidaki sirada doldurunuz.

1) Deneysel F(n) frekanslarmi tayin ediniz.

2) Py(n) = F(n)/N ifadesinden yararlanarak, deneysel olasiliklar1 hesaplayimz. Olasihiklar:
virgiilden sonra dort hane yiiriitiiniiz.
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Cizelge 3.2. Iki zar atislary icin 1. degerlendirme.

DENEYSEL
F(n)

PQ(TL)

KURAMSAL

Cs(n)

PQ(TL)

DURUMLAR

2. zar ‘ n n

1. zar

AN AN AN AN

S oo oo

AN AN AN ANANANANANN

=NelolololoBalaele]

A < Ao AN

M A < AN

N H NI M <o F o

MM H M < <o

0

2
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2. Degerlendirme (iki zarin toplamwman 2, 3, 4, ...... , 12 olmasz)

Bu calismada atiglar bilgisayar ortaminda yapilacaktir. Deneye baglamadan 6nce, Cizelge
3.4’in kuramsal siitunlarini Cizelge 3.3’teki 6rnek uzayindan yararlanarak doldurunuz.

Cizelge 3.3. Iki zarmn toplamina iliskin ornek uzays.

2.ZAR

1.ZAR

5 (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)

7 8 9 10 11 12

Her hiicre bir (1.zar, 2.zar) ¢iftini gosterir; hiicrenin sol-alt késesindeki kii¢tik sayr o ¢iftin toplamadur (1.zar +
2.zar). Aym toplama sahip hiicreler ayni renktedir.

Toplam ‘23456789101112
Kag hiicre (kombinezon) ‘ 12 3 4 5 6 5 4 3 2 1

Yukaridaki ¢izelge, 1zgarada her toplam degerine (2’den 12’ye) karsilik kag hiicre (kag farkly zar ¢ifti)
distigini ozetler; toplam 36 hiicre oldugundan, kuramsal olasilik P(toplam) = (kag hiicre)/36 ile bulunur.

Bilgisayar programinda iki farkli atis sayisi, sirasiyla N = 3600 ve N = 36000, giriniz.
Deneysel frekanslar1 program size verecektir. Py(n) = F(n)/N ifadesinden yararlanarak,
deneysel olasiliklar1 hesaplayimiz. Tiim olasiliklar1 virgiilden sonra dort hane yiiriitiiniz ve
Cizelge 3.4’teki deneysel siitunlar: olugturunuz.
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Cizelge 3.4. Iki zarn toplamina iliskin degerlendirme.

N = 3600 N = 36000
KURAMSAL DENEYSEL | KURAMSAL DENEYSEL
Toplam | Py(n) F(n) F(n) Pyn)| Px(n) F(n) F(n) Pa(n)
2
3
4
5)
6
7
8
9
10
11
12
TOPLAM |

Her iki degerlendirme icin, x>-testini uygulayimiz ve sonucu yorumlaymiz, kuramsal ve de-
neysel frekanslar: birlikte bir gubuk diyagraminda gosteriniz.
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Bilgisayar Programa

“2. Degerlendirme” boliimiinde iki zarin toplaminin dagilimini bilgisayar ortaminda elde
etmek igin kullanilan 6zgiin BASIC programinin Python’a aktarilmig hali agagida verilmigtir.
Program, iki zarin A kez atilmasim simiile eder ve her bir toplam degerinin (2’den 12’ye)

deneysel frekansini hesaplar.

1 import random

def iki_zar_atislari(atis_sayisi):

"""Tki zarin atis_sayist kez atilmasini simule eder.

atis_sayist : kac kez ikt zarin birlikte atilacagi (ozgun
kilavuzdaks ‘N’ = N)

Donen deger: S[toplam] = tki zarin toplaminin (2..12) frekanst
S = [0] * 13 # S[0] ve S[1] kullanilmiyor (en kucuk toplam 2’dir)
for _ in range(atis_sayisi):
zarl = random.randint(1, 6)
zar2 = random.randint(1, 6)
Slzarl + zar2] += 1
return S

def sonuclari_yazdir(atis_sayisi, S):

if

print (£"ZAR ATIS SAYISI = {atis_sayisil}")
print (£"{’DENEYSEL’:~20}")
print (£"{’FREKANS’:720}")
print("-" * 20)
for toplam in range(2, 13):
print (£"TOPLAM ({toplam:2d}) ==> {S[toplam]}")

__name__ == "_ main__":

N = int(input("ZAR ATIS SAYISI = "))
S = iki_zar_atislari(N)
sonuclari_yazdir (N, S)

Program 3.1. Binom Dagilvma-II — Iki Zar Ile Atislar.

Python dosyasini indir: Google Drive’dan indir
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https://drive.google.com/file/d/1rVZBW-X-U8SEuU3tLk7XLR54VZW8wM00/view?usp=sharing

Deney No : 4
Deneyin Adi: Binom Dagilvma-I11 (Bilgisayar Yardimayla 0 ile 1 Arasinda
Rasgele Sayilar)

Girig

0 ile 1 arasinda, bir ondalik say1 rasgele secildiginde, virgiilden sonraki basamaklari olugturan
rakamlardan her biri 0,1,2,...,9 degerlerini, ayni1 1/10 olasilig: ile alir. Boyle rasgele segilen
N basamakli bir ondalik say1 i¢in agagidaki degerlendirmeler Binom Dagilimi ile yapilabilir.

Rasgele ondalik sayilar: size bilgisayar verecektir. Bu sayilarin her biri i¢in, virgiilden sonraki
basamaklardan; 2 ve 2’den kiigiik (0, 1, 2) rakama sahip basamak sayisimi Cizelge 4.1’de 1.
siituna, 5 ve 5’ten biiyik (5, 6, 7, 8, 9) rakama sahip basamak sayisii da aym ¢izelgede 2.
stituna igleyiniz.

Clizelge 4.1. Deney verileri.

Say1 No Sayilar (1) (2

1 0,084257552
2 0,264982366
3 0,851031218

Tt N W
w Ot Ot

012

1. Degerlendirme

Bu agamada, “virgiilden sonraki N basamaktan n tanesinin 2 ve 2’den kii¢iik rakamlardan
olugmasinin olasiligr nedir?” sorusunun cevabi ile ilgilenilecektir.

Ondalik say1 adedi N = 512; 6ge sayis1t N = 9; n = 0,1,2,...,9dur. Virgiilden sonraki
herhangi bir basamagm 2 ve 2’den kigiik gelmesinin olasiligi p = 3/10 = 0,3; gelmemesinin
olasihigr ¢ = 7/10 = 0,7’dir (giinkii p+¢ = 1’dir). Buna gore istenen olasilik Binom Dagilimi'na
uyar.

|

Px(n) = g ' (11)
Her n degeri igin P(n) kuramsal degerlerini (4.1) ifadesinden hesaplayimiz. Sonuglarimzi
virgiilden sonra beg basamak yiirtitiintiz. Bu olasiliklar1 Cizelge 4.2’ye igleyiniz. Kuramsal
frekanslari, F'(n) = N - P(n) ifadesinden hesaplayimiz ve tamsay1 olarak Cizelge 4.2’ye igleyiniz.
Cizelge 4.1’de 1. siutunda yazdiginiz n degerlerini, yeniden guruplandirarak, deneysel fre-
kanslar1 Cizelge 4.2ye igleyiniz. Deneysel olasiliklari, P(n) = F(n)/N ifadesinden yararlanarak

ve virgiilden sonra beg basamak yiirliterek, Cizelge 4.2’ye igleyiniz.
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Clizelge 4.2. 1. Degerlendirme.

KURAMSAL | DENEYSEL
n Py(n) F(n) | F(n) Py(n)
0
1
2
3
4
)
6
7
8
9
TOPLAM

2. Degerlendirme

Bu agamada, “virgiilden sonraki N basamaktan n tanesinin 5 ve 5’ten biiyiik rakamlardan
olugmasinin olasiligi nedir?” sorusunun cevabi ile ilgilenilecektir.

Ondalik say1 adedi yine N' = 512; 6ge sayi1s1 N = 9;n = 0,1,2,...,9dur. Virgiilden sonraki
herhangi bir basamagin 5 ve 5’ten biiyiik gelmesinin olasihigr p = 5/10 = 1/2; gelmemesinin
olasihgr ¢ = 5/10 = 1/2’dir (¢linkii p+¢ = 1’dir). Buna gore istenen olasilik Binom Dagilimi’na
uyar.

Her n degeri igin P(n) kuramsal degerlerini (4.1) ifadesinden hesaplayimz. Sonuglarimzi
virgiilden sonra bes basamak yiriitiiniiz. Bu olasiliklar Cizelge 4.3e igleyiniz. Kuramsal
frekanslari, F(n) = N - P(n) ifadesinden hesaplayimiz ve tamsay: olarak Cizelge 4.3’¢ igleyiniz.

Cizelge 4.1’de 2. siitunda yazdiginiz n degerlerini, yeniden guruplandirarak, deneysel fre-
kanslar1 Cizelge 4.3’e igleyiniz. Deneysel olasiliklari, P(n) = F(n)/N ifadesinden yararlanarak
ve virgilden sonra beg basamak yiiriiterek, Cizelge 4.3’e igleyiniz.

Clizelge 4.3. 2. Degerlendirme.

KURAMSAL | DENEYSEL
n Py(n) F(n) | F(n) Py(n)
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
TOPLAM |

Her bir degerlendirme icin y?-testini uygulayiniz, kuramsal ve deneysel frekanslarimiz icin
birer ¢ubuk diyagrami ¢iziniz. Sonuglarinizi yorumlayiniz.
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Bilgisayar Programa

Cizelge 4.1’deki rasgele ondalik sayilar tiretmek i¢in kullanilan 6zgiin BASIC programinin
Python’a aktarilmig hali agagida verilmistir. Program, 0 ile 1 arasinda rasgele ondalik sayilar
iretir ve bunlar1 doért siitun halinde yazdirir.

import random

def rasgele_sayilar_uret(satir_sayisi=126, sutun_sayisi=4):
"m0 ¢le 1 arasinda rasgele ondalik sayilardan olusan bir tablo
uretir (satir_sayisi ¢ sutun_sayisti boyutunda)."""
return [
[random.random() for _ in range(sutun_sayisi)]

for _ in range(satir_sayisi)

def sonuclari_yazdir(tablo):
for satir in tablo:
print("".join(f"{deger:<20.9f}" for deger in satir))

if name__ == "_main__":

tablo = rasgele_sayilar_uret()
sonuclari_yazdir(tablo)

Program 4.1. Binom Dagilimu-III - 0 ile 1 Arasinda Rasgele Saylar.

Python dosyasini indir: Google Drive’dan indir
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https://drive.google.com/file/d/1cZylXGVXorNE4n57qQMPpBjh99QcE7Zr/view?usp=sharing

Deney No : 5
Deneyin Adiv: Gauss Dagilime (Bilgisayar Yardimiyla Para Atislar:)

Kuramsal Bilgiler

Daha 6nce kullanilan,

|
Py(n) = n!(]\jfv;n)!p"q]v" (5.1)

Binom Dagilimi’n1 géz 6niine alimiz. Burada ¢ = 1 — p’dir. N biiyiikk oldugunda P(n)
olasiliginin hesaplanmasi, biiytik sayilarin faktoriyellerinin degerini gerektirdiginden, zorluk
yaratir. Bununla birlikte (5.1) ifadesini 6zel olarak basitlegtirmeyi saglayan yaklagikliklary
kullanmak miimkiindiir.

Daha 6nce Berkeley Istatistik Fizik Kitabi Boliim 2.3’te aciklanmis olan basitlestirici 6zel-
lik, P(n) olasihgmin N biiyiik oldugunda ¢ok belirgin bir maksimum gostermesidir. Buna
gore; P(n) olasiligl, n sayis1 P(n) nin maksimum oldugu n = 7 6zel degerinden biiyiik 6lgiide
ayrilirsa, onemsenmeyecek kadar kiigiik olur. Bdylece, P(n) olasihigimin énemli kaldig: ara-
lik, yalmz n’nin #7’dan ¢ok agir1 fark etmedigi degerlerinden olugur. Ancak, bu oldukga kiiciik
bolgede P(n)’ye yaklagik bir ifade kolayca bulunabilir. Bundan sonra, bu ifade P(n) olasilig:-
nin 6nemsenmeyecek kadar kiigiitk olmadigr n’nin biitiin degerleri igin, yani P(n) tlizerine bir
bilginin genellikle ilging oldugu bélgede kullanilabilir.

Boylece P(n)’nin, maksimum oldugu n = 7 konumu yakinindaki davramgimi incelemek
yeterlidir. Once p ~ 0 veya ¢ ~ 0 olmadikca, bu 7 degerinin ne sifira ne de N’ye cok yakin
olmadigina dikkat ediniz. Buna gore; N biiyiik oldugunda, 72'nin kendisi de biiyiik bir sayidir.
Bunun i¢in 72 yakininda, ilgilenilen boélgede, n sayilar1 biiyiik degerler alir. Ancak n biyik
oldugunda P(n), n bir birim degisince, ¢ok az degigir. Yani, |P(n + 1) — P(n)| < P(n)
olur. Buna gore, P(n) n’'nin yavag degisen bir fonksiyonudur. Bu nedenle P(n)’ye, yalniz
tam degerlerinin fiziksel anlami olan, siirekli bir n degiskeninin yumusak bir fonksiyonu gozii
ile bakmak iyi bir yaklagikliktir. Ikinci bir faydali gézlem, P(n)’nin logaritmasinin, P(n)nin
kendisinden ¢ok daha yavag degisen bir fonksiyon olmasidir. Boylece, dogrudan dogruya P(n)
ile ugragmak yerine, In P(n)’nin davramsimi incelemek ve In P(n) igin n’nin genis bir bolgesinde
gecerli olan iyi bir yaklagiklik kurmak daha kolaydir. Boylece (5.1) ifadesinde logaritma alarak

InP(n)=InN!—Inn! —In(N —n)!+nlnp+ (N —n)lng (5.2)

elde edilir. P(n)’yi maksimum yapan n = n 6zel degeri dP(n)/dn = 0 koguluyla veya buna
esdeger olarak, In P(n)’nin maksimum olma kogulu ile belirlenir:
dln P 1 dP
dn P(n) dn
(5.2) ifadesinin diferansiyelini almak i¢in faktoriyel olarak bulunan biitiin sayilarin birden
biiyiik olduklarma dikkat etmeliyiz. Bu nedenle, bunlarin her birine (M.7) yaklagikligini uy-
gulayabiliriz (Bknz. Berkeley Istatistik Fizik Kitabi-Matematik Notlar1). Bu yaklagikliga gore
m > 1 olmak iizere yeterince biiyiik bir m sayisi igin,

dlnm!

o= ~Inm (5.4)

olur. Bunun igin n’ye gore (5.2) ifadesinin diferansiyelinden, iyi bir yaklagiklik ile,

dln P(n)

y =—Inn+In(N—n)+Inp—Ing (5.5)
n
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elde edilir. P(n)’nin maksimumunu bulmak igin (5.5) ifadesini (5.3) ifadesi geregince sifira
esitleriz. Boylece

(N —n)

n

N —
In [(n) p} =0 veya
n q
olur. Boylece (N — n)p = ng veya Np = n(p + ¢) bulunur. p + ¢ = 1 oldugu i¢in, P(n)’nin
maksimum oldugu n = n degeri

P_y
q

i = Np (5.6)

ile verilir.
In P(n)’nin maksimumu yakinindaki davramgini aragtirmak icin n degeri yakininda Taylor
serisine acmak gerekir. Buna gore;

B . dln P(n) 1 [d>mPn)| 5 1 [dmPn)|
yazilabilir. Burada
y=n-—n (5.8)

dir ve késeli parantezler, tiirevlerin n = 7’da degerlendirileceklerini gosterir. 1k tiirev, (5.3)
ifadesinin saglandigi bir maksimum yakininda acilim yaptigimiz i¢in ortadan kalkar. Diger
tiirevler (5.5)’in ardi sira diferansiyeli alinarak bulunabilir. Ozel olarak,

d?In P(n) 1t 1r N
dn?  n N-n  n(N-—n)
dir. Bu tiirevi n =n, n = Np ve N —n = N(1 — p) = Nq i¢in degerlendirmekle
d*InP(n) 1
dn? Npq

bulunur. Béylece (5.7) ifadesi

y2

2Npq +

InP(n) =InP(n) —

veya

P(n) = Pexp{— v } = Pexp{—(n_ﬁ)Q} (5.9)

2Npq 2Npq

seklini alir. Burada P = P(7) olarak almmustir.

(5.9) ifadesindeki P(n) olasiigmm, y2/Npg > 1 veya |y| > (Npq)'/? olmak iizere, y cok
biiyiik degerler aldiginda P(n)’nin maksimum degeri yanminda 6nemini yitirdigine dikkat ediniz.
Ciinkii bu durumda {istel ¢arpan bir (1)’den ¢ok kiigiiktiir. Buna gore, P(n) olasihig ancak
ly| < (Npg)'/? bolgesinde 6nemli olabilir. Ancak, genellikle y kiiciiktiir ve (5.7) ifadesindeki
y3'il ve y'nin daha biiyiik kuvvetlerini icine alan terimler, 3?li ilk terim yaninda énemsizdir.
Boylece (5.9) ifadesinin, gergekten P(n) olasihigr igin, bu olasihigin 6nemli biiytklige sahip
oldugu biitiin bolgede iyi bir yaklagiklik oldugu sonucu ¢ikarilabilir.

P sabitinin degeri,

> P(n) =1 (5.10)
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normallegtirme kogulunu kullanarak p ve ¢ cinsinden dogrudan dogruya ifade edilebilir.
Burada toplama, n’nin miimkiin olan biitiin degerleri tizerindendir. P(n), n’'nin ardigik tam
degerleri arasinda hafifce degistigi icin bu toplama yerine bir integral alinabilir. Biiyiikligi
(birden ¢ok kii¢iik) dn olan, n’nin bir araligi, P(n)nin miimkin dn degerini i¢ine alir. (5.10)
ifadesi

X pyan=p [ (USl0 ¥ U G 11
/_oo (n)dn = /_Oo expl — SNy n = /_oo exp _2Npq y = (5.11)

seklini alir. Burada integral alma araligi —oo’dan +o00’a kadar genigletilerek bir basitlestirme
yapilmigtir. P(n), |n — 7| yeteri kadar biiytik oldugunda, nasil olsa 6nemsenmeyecek kadar
kiigitk oldugundan bu iyi bir yaklagikliktir. (M.23) bagntisini kullanarak (Bknz. Berkeley
Istatistik Fizik Kitabi-Matematik Notlar1) (5.11)’deki integralden,

1
V21 Npq

bulunur. Bu sonucu ve (5.6) ifadesini kullanarak P(n) olasilig: igin (5.9) ifadesi

n— 2
P(n) = JZ;TMQXP{_(QJV]];?} (5.13)

seklini alir. Bu ifadeyi degerlendirmenin, (5.1) ifadesine nazaran, daha kolay olduguna
dikkat ediniz. Ciinkii bu ifade herhangi bir faktoriyelin hesaplanmasini gerektirmez.

(5.9) veya (5.13) ifadesinin sag yaninda verilen fonksiyon seklindeki bir olasilik “Gauss Dagi-
lim1” olarak bilinir. Bu dagilima, yani bir logaritmanin bir kuvvet serisi acilimina gotiiren esas
diistincenin genig uygulama alani vardir. Bu nedenle, Gauss Dagilimi’nin, s6z konusu sayilarin
biiyiik oldugu her zaman, istatistik diiglincelerde ¢ok sik ortaya ¢ikmasina sagmamalidir.

P(n)’nin (5.13) ifadesi, n'nin ¢esitli ortalama degerlerinin hesaplanmasinda kolayca kulla-
nilabilir. Toplamalarin hesaplanmasi, (5.10) normallestirme kosulunun (5.11) ifadesinde kul-
lanilan ile ayni bigimde esdeger integrallerin bir bir degerlendirilmesine indirgenebilir. Buna
gore;

P= (5.12)

= (QWNpq)_1/2/+Ooexp{—m_W} ndn = (27erq)_1/2/+ooexp{— v } (n+y)dy

—oc0 2Npq —o0 2Npq
+o00 2 +o00 2
:ﬁ(QWNpq)_l/Q/ exp{—m%pq}dy—l—(27TNpq)_1/2/ exp{—mzpq}ydy
—0o0 —0o0

bulunur. Burada ilk integral (5.11) ifadesindekinin aymdir ve degeri (27 Npq)'/?’dir. Ikinci
integral simetri geregince sifirdir. Ciinkii integrandi tektir (yani, +y ve —y i¢in zit igaretlidir)
ve boylece +y ve —y yakininda integrale olan katkilar birbirlerini yok ederler. Buna gore,
basitce

ii=f=Np (5.14)

bulunur. Bu, n’nin ortalama degerinin Np’ye esit oldugunu gosterir. Bilindigi gibi n = n’da
P(n) olasiligi maksimum degerindedir.
Benzer sekilde n’nin dagilmasi icin
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(An)2 = (n—n)2=)_ P(n)(n— Np)

n

= (2#Npq)‘1/2/+ooexp{—(n_Np)2} (n — Np)?dn

—oo 2Npq
+oo 2
— (97N —1/2/ Yy 24
(2mNpq) I By o S

sonucu bulunur. (M.26) kullanilarak (Bknz. Berkeley Istatistik Fizik Kitabi-Matematik
Notlar1),

(An)? = Npq (5.15)

bulunur. Buna gore, n’nin standart sapmasi

An = /Npq (5.16)

olur. Boylece (5.13) Gauss Dagilimi yalmz (5.14) ve (5.16) ifadelerinde yer alan, n ve An
cinsinden

1 1/n—n\?
P(n) = ———exp{ —= (U) (5.17)
V21 An 2\ An
olarak ifade edilebilir. n = n + (an)z olmak tizere z = (n — n)/ An degiskeni ile (5.17)
ifadesi daha kisa olarak,

P(n) An = 1exp{—1z2} (5.18)

seklinde de verilebilir. Gauss dagiliminin ortalama degerine gore simetrik olduguna dikkat
ediniz. Yani P(n), +z ve —z igin ayni degere sahiptir.

0,40

0,35

0,30

0,25

0,20

P(n)An

0,15

0,10

0,05

0,00

1,0
1,5

2,0
2,5
3,0

-3,0
25
22,0
1,5
1,0
0,5

0,0

0,5

W

Sekil 5.1.
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Sekil 5.1’de z parametresinin fonksiyonu olarak P(n)Ez’in davramg: gorilmektedir. Alan
hesab1 yapilirsa, ortalama degerin bir standart sapma altindan, bir standart sapma iistiine
kadar olan olasilik 0,683tiir.

+1 1

—1 V27

Yani, istatistik bir toplulugun %68,3’i benzer davramg gosterir. Benzer sekilde ortalama
degerin iki standart sapma altindan, iki standart sapma iistiine kadar olan olasilik

. 1
W(An) = exp{—zzQ} dz = 0,683

— +2 1 1
W(2An) = = exp{—222} dz = 0,954

diir. Benzer olarak ti¢ standart sapma igin,

+3 1

— 1
W(3An) = /_3 mexp{—Qz’Q} dz = 0,997

"dir.

Deneyin Yapiligr

Bir paranin N = 400 kez ya da N = 400 paranin bir kez atildigini diigiinelim. Bu deneyi
N = 10000 kez tekrarlayalim. Acaba N paradan n tanesinin yaz gelme olasihg1 nedir?

N = 400, p = ¢ = 1/2 oldugu i¢in (5.14) ifadesinden 7n ortalama degerini ve (5.16) ifa-
desinden An standart sapmasini hesaplaymiz. n = n — 3,5&5 degerinden n = 71 + 3,5&7/1
degerine kadar her n igin P(n) kuramsal olasiliklarim (5.17) ifadesinden, virgiilden sonra beg
hane ytriiterek hesaplaymmz. Kuramsal frekanslar1, F'(n) = N P(n) ifadesinden, tamsay1 olarak
hesaplayiniz. Kuramsal olasiliklar: ve frekanslari Gizelge 5.1°e igleyiniz.

Bilgisayar programi size deneysel frekanslari verecektir. Deneysel olasiliklari, P(n) =
F(n)/N ifadesinden virgiilden sonra beg hane yiiriiterek, hesaplaymiz. Deneysel frekanslari
ve olasiliklar1 Cizelge 5.1°e isleyiniz.

Clizelge 5.1. Degerlendirme ¢izelgesi.

KURAMSAL | DENEYSEL

165
166
167

234
235
TOPLAM | |

Bu deneye y?-testini uygulaymiz. Sekil 5.2’de Gauss Dagilimi siirekli egrisi, hazir olarak,
size verilmektedir. Deneysel frekanslarinizi noktalar halinde aym sekil {izerine yerlestiriniz.
Nasil bir uyum goériiyorsunuz?
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1
2
3
3
4
5
6
7

8

Bilgisayar Programa

Bu deneyde N = 400 paranin N = 10000 kez atilmasi deneyini simiile etmek ve Cizelge
5.1’deki deneysel frekanslari elde etmek i¢in kullanilan 6zgiin BASIC programinin Python’a ak-
tarilmig hali agagida verilmistir. Program, temelde Deney 2’deki “goklu para atiglari” simiilas-
yonuyla ayni mantig1 kullanir; farki, 6zgiin programdaki gibi her bir denemenin sonucunu
(j. deneme — n tane yazi) tek tek ekrana yazdirmasidir; tiim denemeler tamamlan-
diginda ise sonuclar1 n = 165’ten n = 235’e kadar dort siitun halinde toplu bir ¢izelge olarak
da raporlar. A/ = 10000 gibi biiyiik bir deney sayis1 i¢in tek tek satirlarin sayis1 da 10000
olacagindan, bu ¢iktinin bir dosyaya yonlendirilmesi (python program.py > cikti.txt) ya
da teker_teker=False se¢enegiyle yalnizca toplu ¢izelgenin goriintiilenmesi 6nerilir.

import random

def gauss_para_atislari(deney_sayisi, para_sayisi, teker_teker=True):
"""N=para_sayisi tane paranin deney_sayisi kez atilmasini simule
eder. teker_teker=True ise (ozgun BASIC programindaki gibi) her
bir j. denemenin sonucu (’j - n’) ekrana tek tek yazdirilir.

Donen deger: R[n] = n tane yazi gelen denemenin frekanst
R = [0] * (para_sayisi + 1)
sutun = 0
for j in range(l, deney_sayisi + 1):
yazi_sayisi = 0
for _ in range(para_sayisi):
if random.randint(0, 1) == 0:
yazi_sayisi += 1
Rlyazi_sayisi] += 1

if teker_teker:
# ozgun programdaki ’PRINT TAB(13%U) J;"-";W’ satirina
# karsilik gelir: sonuclar 6 sutun halinde yan yana yazilir
print (f"{j}-{yazi_sayisi}".1ljust(13), end="")
sutun += 1
if sutun == 6:
print ()
sutun = 0
if teker_teker and sutun != O:
print ()
return R

; def sonuclari_yazdir(R, alt_sinir=165, ust_sinir=187, sutun_sayisi=4, adim=23):

"""Ozgun programdaki gibi, n=alt_sinir..ust_sinir araligini
dort sutun halinde (her sutun ’adim’ kadar kaydirilmis) yazdirir."""
print ("\nKURAMSAL/DENEYSEL FREKANS 0ZETI")
for n in range(alt_sinir, ust_sinir + 1):
satir = []
for sutun in range(sutun_sayisi):
indeks = n + adim * sutun
if 0 <= indeks < len(R):
satir.append(f"{indeks} - {R[indeks]}")
print(" ".join(f"{deger:<14}" for deger in satir))

- 92 -



; if

_name__ == "_main__

N_deney = int(input("DENEY SAYISI N = "))

N_para = int(input ("PARA ATIS SAYISI N = "))
R = gauss_para_atislari(N_deney, N_para, teker_teker=True)

sonuclari_yazdir (R)

Program 5.1. Gauss Dagilimi — Bilgisayar Yardimiwyla Para Atislars.

Python dosyasini indir: Google Drive’dan indir
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https://drive.google.com/file/d/16-HQuixxlSfU2Tu34LbqcQBf3PxONHdE/view?usp=sharing

Deney No : 6
Deneyin Adi: Poisson Dagilima (Bilgisayar Yardimayla Poker Dizgesinden
Macga Kizi Cekilmesi)

Kuramsal Bilgiler

Bundan 6nceki deneyde, daha 6nce Binom Dagilimi’nda kullanilan,

N!
P =——p"1-p¥
~ (1) A = ? (1-p)
ifadesine, N > 1 i¢in P(n) olasihiginin 6nemli oldugu (yani, maksimum oldugu boélgeden ¢ok
uzaga gotiiriilmedigi) her yerde gegerli olan bir Gauss Dagihimu ile yaklagilabilecegi gosterildi.
Simdi bu ifadenin farkli bir bolgede gecerli bir yaklagikligini inceleyecegiz. Bu yaklagiklik, p

olasilig1

—n (6.1)

p<k1 (6.2)

olmak fiizere yeteri kadar kiiciik oldugunda ve ilgi duyulan n sayis

n <N (6.3)

olmak tizere yeteri kadar kii¢iik oldugunda anlam kazanir. Gauss Dagilimi’nin tartigilma-
sinda diigiiniillen durumun tersine, buradaki n sayis1 istenildigi kadar kiiciik olabilir. Simdi
(6.2) ve (6.3) ifadelerine gore olan yaklagikliklar ele alahm: N!/(N —n)! = N(N —1)- (N —
2)-...- (N —n+1) oldugunu belirtelim. n < N oldugundan sagdaki n tane ¢arpandan her
biri temelde N’ye esittir. Boylece,

N!

N ~ N" (6.4)

yaklagik sonucu bulunur. Sonra y = (1 — p)N~" carpanini veya esdeger olarak Iny =
(N —n) - In(1 — p) logaritmasin géz 6niine aliriz. n < N oldugundan, N —n ~ N geklinde
dikkate alinabilir. Bundan bagka p < 1 kosulu, logaritmay1 bir Taylor serisinin ilk terimi ile
yaklagik olarak yazmamiza izin verir. Yani In(1 — p) &~ —p alabiliriz. Boylece Iny ~ —Np veya
y~ e NP ye

(1—pN " e P (6.5)

olur. (6.4) ve (6.5) yaklagikliklarimi (6.1) ifadesinde kullanarak

n

N
P(n) = FP%*NP

veya
A"y
P(n) = pre (6.6)
buluruz. Burada
A= Np (6.7)
dir. Bu A tanim ile (6.2) kogulu
AN (6.8)

olmasina esdegerdir.

- 98 -



(6.6) ifadesine “Poisson Dagilimi” adi verilir. Paydadaki n! ¢arpanmin, n yeteri kadar
biiyiik oldugunda, P(n)’nin ¢ok ¢abuk azalmasima neden olacagina dikkat ediniz. Gergekten
A < 1 olunca A™’nin kendisi n'nin azalan bir fonksiyonu olur ve bdylece P(n), n’nin fonksiyonu
olarak monoton bir bicimde azalir. A > 1 olunca, A", n’nin artan bir fonksiyonu olur. Bdylece
A" /n! carpanm ve dolayisi ile P(n) olasihigl, n’nin daha biiyiik degerleri i¢in azalmadan 6nce
n &~ A\ yakininda bir maksimum gosterir. Herhangi bir durumda, n > X olunca, P(n) olasihig
onemsenmeyecek kadar kiigiik olur. P(n) 6nemsiz olmamak koguluyla n < A oldugu biitiin
bolgede (6.8) ifadesi n < A < N olmasini igerir. Buna gore, Poisson Dagilimi’nin ¢ikarilmasinda
yararlanilan (6.3) ifadesi P(n) olasihginin 6nemli biiytikliikte oldugu her yerde dogrudan yerine
gelmis olur.

(6.7) ifadesinde tammlanmig olan A parametresi Berkeley Istatistik Fizik Kitabmizdaki
(2.66) ifadesi geregince n’'nin 7 ortalama degerine egit olur. Buna gore;

A=ii (6.9)

dir. Ote yandan, A veya #’nin verilen bir degeri icin p < 1 olmasim 6ngéren (6.8) veya
(6.3) ifadesinin N — oo’a kadar gittikce daha iyi saglandigina dikkat ediniz. Boylece Poisson
Dagilim1 daima bu limitte uygulanabilir.

Deneyin Yapilise

Dikkatimizi 32 oyun kagidi bulunan bir poker dizgesinden maga kizi ¢ekilen deneye verelim.
“N tane cekisten n tanesinde maca kizi1 gelme olasiligl nedir?” sorusu ile ilgileniyoruz. Bir
cekigte maga kiz1 gelme olasihgr p = 1/32’dir. N = 160 ¢ekisten n tanesinde (n = 0,1,2,3,...)
maca kiz1 gelme olasiligl, p < 1 oldugu i¢in Poisson Dagilimi ile verilir. Deney N = 10000 kez
tekrarlanir.

Kuramsal ¢aligmamzda, énce (6.7) ifadesinden A\’y1 hesaplayiniz, ardindan (6.6) ifadesinden
n=20,1,2,3,...,20 igin kuramsal olasiliklar1 hesaplayiniz. Sonuclarinizi virgiilden sonra alt1
hane yiiriitiiniiz*. Kuramsal frekanslarimzr F(n) = N - P(n) ifadesinden, tamsay1 olarak,
hesaplaymniz.

Deneysel frekanslar: size bilgisayar programi verecektir. Deneysel olasiliklari, virgiilden
sonra alt1 hane yiiriiterek, P(n) = F(n)/N ifadesinden hesaplaymiz. Tiim hesaplarimz Cizelge
6.1e isleyiniz.

Deneye y?-testini uygulayimiz. Kuramsal ve deneysel frekanslar1 birlikte bir cubuk diyagra-
minda gosteriniz. Sonuglarinizi yorumlayimiz.

) ntl P(n+1
*Dikkat: Once P(0)1 hesaplaymmiz. P(n+1) = ( )\_1_ 1)'6_)\ ve (g(—i_) ) = —)I\- . oldugundan,
n ! n n

diger olasiliklar1 P(1) = P(0) - A ; P(2) = P(1)- A/2; ... seklinde hesaplayiniz.
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(lizelge 6.1. Poisson Dagilimy deneyi dederlendirme ¢izelgesi.

KURAMSAL | DENEYSEL
P(n)  F(n) | F(n) P(n)

P 00N ok w e~ oS

—_ =
W Do

14
15
16
17
18
19
20

TOPLAM |
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2

1

46
47
48

49

Bilgisayar Programa

Poker dizgesinden maga kiz1 gekiligini simiile etmek igin kullanilan 6zgiin BASIC programi-
nin Python’a aktarilmig hali agagida verilmistir. Program, 32 kagitlik bir dizgeden N ¢ekigin
N kez tekrarlanmasini simiile eder; 6zgiin programdaki gibi her bir tekrarin sonucunu (j.
deneme — macga kizinin kag¢ kez geldigi) tek tek ekrana yazdirdiktan sonra, tiim
tekrarlar tamamlandiginda deneysel frekans ve olasilik dagiliminin toplu ¢izelgesini verir.

import random

def poisson_poker (deney_sayisi, cekis_sayisi, kagit_sayisi=32, hedef_kagit=22,
teker_teker=True):
"""Bir poker dizgesinden ’cekis_sayist’ kez cekim yapilan bir
deneyin ’deney_sayisi’ kez tekrarlanmasini simule eder.
teker_teker=True ise (ozgun BASIC programindakt °PRINT J;"-";S,’
satirina karsilik gelecek sekilde) her j. denemenin sonucu
(’5-8’) ekrana tek tek yazdirilir.

kagit_sayisti : dizgedeki toplam kagit sayisi (32)
hedef_kagit : aranan kagida (maca kizi) karsilik gelen rasgele
indeks (ozgun programda 22)

Donen deger: R[n] = hedef kagidin n kez geldigi tekrar sayist
R = [0] = 31
for j in range(l, deney_sayisi + 1):
gelme_sayisi = 0
for _ in range(cekis_sayisi):
cekilen = random.randint(1l, kagit_sayisi)
if cekilen == hedef_kagit:
gelme_sayisi += 1
Rlgelme_sayisi] += 1

if teker_teker:
print (£"{j}-{gelme_sayisil}", end="\t")
if j % 8 == 0:
print ()
if teker_teker and deney_sayisi % 8 != O:
print ()
return R

; def sonuclari_yazdir(deney_sayisi, R):

print ("\n------ POISSON DAGILIMI ------ )
print ("DENEYSEL FREKANS VE OLASILIKLAR\n")
print(£"{’n’:>3} {"F(n)’:>8} {’P(n)’:>8}")
print(£"{’>’:>3} {’-————-—- ).>8} {1-—————- . >8}1)
for n in range(21):

print(£"{n:>3} {R[n]:>8} {R[n] / deney_sayisi:>8.4f}")

5 if __name__ == "__main__":
N_deney = int(input("DENEY SAYISI N = "))
N_cekis = int(input("CEKIS SAYISI N = "))

R = poisson_poker(N_deney, N_cekis)
sonuclari_yazdir(N_deney, R)
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Program 6.1. Poisson Dagilimi — Poker Dizgesinden Maga Kizi Cekilmesi.

Python dosyasini indir: Google Drive’dan indir
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https://drive.google.com/file/d/11Ad0SFKxPk87ZbQiDHgN7hYYlzst0ejH/view?usp=sharing

Deney No : 7
Deneyin Adi: Otomatik Sicaklik Kontrolii

Kuramsal Bilgiler

X NG

Sekil 7.1. Wheatstone Kopriisii.

Sekil 7.1’deki Wheatstone Kopriisiinde galvanometreden gecen akim sifirlandiginda Ry ve
R direncleri tizerindeki akim I; akimina, R3 ve R4 direncleri tizerindeki akim ise I» akimina egit
olur. C ve D noktalar1 arasinda gerilim diismesi olmadigindan, I1 Ry = IsbR3 ve [1 Ry = bRy
esitlikleri yazilabilir. Bu egitliklerden,

Ry R

Ry Ry

denge kosulu ortaya ¢ikar. Yani, bu denge kogsulu varsa C ile D noktalar1 arasindaki po-

tansiyel fark sifir olur. R; = Ry saglandiginda, R3 = R4 olmalidir. Eger Ry, degeri sicaklikla

degigen bir direng ise ve R3, R4’iin belli bir ¢ sicakliginda olmasi gereken degere ayarlanirsa,
R4 o degeri alincaya kadar, R4 in bulundugu ortamin sicakligi degisir.

(7.1)
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Yiikseltece

R3’lin i¢ yapisi (metindeki hesaplamada kullanilan degerlerle):

2245

]
L1
1009 (0-1°C)
1
| |
2300 6 x 42,50 10x4,25Q 10 x 0,45Q
A —T ] [ 1+ D
21,32 100’ler 10’lar 1’ler
1
| |

Sekil 7.2. Képrii devresi.

Wheatstone Kopriisii galigma ilkesinden yararlanarak Sekil 7.2’deki devre kurulabilir. 100 k€2
degisken direng, R; ve Ro direnglerini egitlemek i¢indir. Sicakligr kontrol edilecek sistemle dog-
rudan temas halinde bulunan Fiihler (R4) vardir. Fiihler, Platin (Pt) spiralli seramik gévde
igerisindedir, —200 ile +750°C arasinda galisir ve 0°C’de 100 2’luk bir dirence sahiptir.

Sicaklign kontrol altinda tutulmak istenen bir sistemin 100°C olmasi isteniyorsa, bu dev-
rede asagidaki islemler yapilmalidir. Oncelikle Fiihler’in 100 °C’de kac 2 dirence sahip oldugu
belirlenmelidir. Bilindigi gibi, metallerin direnci sicaklikla dogru orantilidir ve baghlik,

Ry = R40(1 + Oét) (7.2)

ifadesi ile verilir. Burada, R4, Fihler’in ¢ = 0°C’deki direncidir (R4 = 1002), « ise
“direncin sicaklikla artim katsayisi” veya “sicaklik katsayisi” adini alir ve Platin i¢in o =
3,82 - 1073 °C~Vdir. Buradan ¢t = 100°C icin R4 = 138,22 bulunur.

Eger sistem 100°C’de tutulmak isteniyorsa, R4 = 138,2€) olmali ve R3’te bu degere geti-

rilmelidir. Paralel bagh direngler i¢in R = Rl%ﬁ%’ seri bagl direncler i¢in de R = R; + Ro
1 2

9230-21.3
220 1950 oldugu icin, R
230 + 21,3 D34 OICUEL it T

2245 (3-425+19,5) 2245147
2245 +43-425+195 2392

degerine getirilir. Eger Fiihler 100°C’de degilse R # R4 olacagindan C ve D noktalar:
arasinda kopriiye uygulanan gerilimle ayni ya da zit fazda bir potansiyel fark olusur. Bu

tanim bagintilarinin kullanilmasiyla

R3 = 13802
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potansiyel fark yiikseltilerek, direncler aracilig: ile sistem isitilabilir. Sistem 100°C sicakliga
ulagtiginda Rs = R4 olacagindan, simdi C ve D noktalar arasindaki potansiyel fark sifir olur
ve sistemin 1sinma siireci durur ve sistem istenilen sicakliga ayarlanmis olur.

Anlagilacag tizere burada bir metalin elektriksel direnci, sicaklik parametresi olarak kul-
lanilmaktadir. Bu baglamda, bu ¢aligmada Platin i¢in direncin sicaklikla artim katsayisi («),
tayin edilecektir.

Deneyin Yapilis:

Deneyde, Fiihler’in direnci sicakliga bagli olarak olciilecektir. Bir beher dolusu su kaynati-
niz. Suyun sicakligi bir termometre ile, Fiihler'in direnci bir sayisal ohmmetre ile 6lgiilecektir
(Sekil 7.3). Okuma sirasinda, Fiihler’'in termometreye yakin olmasini saglaymiz. Su yavasg yavas
sogurken, her 2°C’de bir ohmmetreden direng degerini okuyarak Cizelge 7.1e igleyiniz.

Soguma hiz1 yavagladiginda suyun igine kiigiik buz parcas: atarak yeni sicaklik degerlerine
ulagabilirsiniz. Deney siiresince suyu bir karigtirma ¢ubugu ile ¢ok yavag bir sekilde karigtiriniz.
Beherden tagan su, tagsma kabinda toplanir.

Ohmmetre

. Foi

Beher

Termometre \ L) e
v \/«
Tagma kabi

Sekil 7.8. Deney diizenegi.

Clizelge 7.1. Sicakliga karsilik Fihler’in direnci.

t(°C) Ra(Q) | t(°C) Ra(Q) | t(°C) Ra(Q) | t(°C) R4(Q) | t(°C) R4 (Q)

100 78 56 34 12
98 76 54 32 10
96 74 52 30 8
94 72 50 28 6
92 70 48 26 4
90 68 46 24 2
88 66 44 22 0
86 64 42 20
84 62 40 18
82 60 38 16
80 58 36 14

0-100°C arasindaki sicakliklar apsiste, 100-140 Q2 arasindaki diren¢ degerleri ordinatta ol-
mak {izere milimetrik kagidiniza bir grafik ¢iziniz. Nasil bir iligki goriiyorsunuz?

(7.2) ifadesini Ry = Ry4o + Rypat seklinde yazarak, t = 0°C i¢in Ry = Ry degerini grafikten
bulunuz. Dogrunun egiminden yararlanarak, platin i¢in direncin sicaklikla artim katsayis1 a’y1
tayin ediniz. Sonucunuzu yorumlayiniz.

Fiihler, termometre olarak kullanildiginda, deneyde kullandiginiz civali termometreye gore;
ne gibi avantajlara sahiptir? Tartiginiz.
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Deney No : 8
Deneyin Adi: Paramanyetizma

Kuramsal Bilgiler

Birim hacminde N, tane manyetik atomu olan ve bir B dis manyetik alanina konulan bir
maddenin manyetik 6zelliklerini inceleyelim. Her manyetik atomun 1/2 spininin ve ji manyetik
momentinin oldugu basit durumu goz 6niine alalim. Kuantum mekaniksel anlatimla, her ato-
mun manyetik momenti ya “yukar1” (yani dig alan ile aym yonli paralel) ya da “agag1” (yani
dis alan ile z1t yonlii paralel) yonelebilir. Manyetik 6zellikleri manyetik momentlerinin birbirine
gore yonelmesine bagl olan maddeye “paramanyetik madde” denir.

Maddenin bir 7" mutlak sicakliginda oldugunu diiglinelim ve atomlardan birinin manyetik
momentinin B dis manyetik alani dogrultusundaki iz ortalama bilegenini bulmaya caligalim:
Her bir manyetik atomun, maddenin diger biitiin atomlar: ile ¢ok zayif bir gekilde etkilesti-
gini varsayalim. Ozellikle, bir manyetik atomun bulundugu yerde komsu manyetik atom veya
atomlarin olugturdugu manyetik alanin etkisini géz ardi edecek sgekilde, atomlar1 birbirinden
yeterince uzakta kabul ediyoruz. Boylelikle, dikkatimizi tek bir manyetik atom tlizerinde top-
layarak onu gozlem altindaki kiiciik bir sistem olarak ele alabiliriz ve maddenin biitiin diger
atomlarina ilgilendigimiz T° mutlak sicakliginda bir 1s1 haznesi olarak bakabiliriz.

Her atom miimkiin iki durumda bulunabilir. Manyetik momentin yukar1 oldugu (+) durumu
ve manyetik momentin agag1 oldugu (—) durumu. Bu durumlar: sirasiyla inceleyelim.

(+) durumda, atomik manyetik moment +pu, degerinde, alan ile ayni yonlii paralel bir
izdiisiim verecek gekilde presesyon yapar. Atomun buna karsilik gelen manyetik enerjisi E, =
—i- B ifadesinden

E+ = —/LOB (81)

olur.

P, = Cexp(—pE,) (8.2)

Kanonik dagilimi, atomu bu durumda bulmanin P, olasilig: icin,

P, = Cexp(—BE;) = Cexp(fu.B) (8.3)

sonucunu verir. Burada, C bir orant1 katsayisidir ve 3 = (kT')~!’dir. Bu daha diisiik enerjili
bir durumdur ve dolayisiyla atomun daha biiyiik olasilikla bulundugu durumdur.

(—) durumda, atomik manyetik moment —p, degerinde, alan ile z1t yonli paralel bir izdiigiim
verecek gekilde presesyon yapar. Atomun buna kargilik gelen manyetik enerjisi

E_=+u,B (8.4)

olur. Atomun bu durumda bulunmasinin P_ olasilig

P_ = Cexp(~BE-) = Cexp(—BpoB) (8.5)

dir. C sabiti, atomu bu durumlarin ikisinden birisinde bulma olasihiginin bir normalizasyon
kogulu ile belirlenir. Boylece, Py + P_ = 1 ifadesinden
1

¢= exp(BoB) + exp(—Buo.B) (8.6)

Atom, (+) durumda daha biiyiik olasilikla bulundugu i¢in, i ortalama manyetik momenti
dig alan yoniinde olmahdir. (8.3) ve (8.5) ifadeleri uyarinca yonelmeyi karakterize eden énemli
parametre, u,B manyetik enerjisinin k7" sicaklik enerjisine oranini 6l¢cen w niceligidir:
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poB
w = Bu,B = T
T ¢ok biiytikse, yani w < 1 ise, (+) durumda bulunma olasiligi ile (—) durumda bulunma
olasiliginin hemen hemen ayni olacagi agiktir. Bu durumda manyetik moment i = 0 olacak
sekilde hemen hemen tamamen rasgele yonelmistir. Ote yandan, T cok kiiciikse, w > 1 dir ve
(4+) durumun olasihigr (—) durumunkinden daha biyitiktiir.
Biitiin bu nitel sonuclar, i ortalama degerini gercekten hesaplayarak kolayca nicel hale
getirilebilir. Boylece,

(8.7)

_ exp(BuoB) — exp(—PuoB) e —e "
— P o +P_ — o) = ° = 0 88
= Py (po) (—to) = oxpBiB) T oxp(—BugB) Mo en ew (8.8)
bulunur. (8.8) ifadesi kisaca
B
= [ho tanh('t;:T > = po tanh(w) (8.9)

seklinde yazilabilir.

Maddenin birim hacmindeki ortalama manyetik momenti, yani miknatislanmasi, manyetik
alan yoniindedir. Eger birim hacminde N, tane manyetik moment varsa, miknatislanmanin M,
biyiikligi, M, = Nyj ile verilir. Boylece,

M, = N, tanh(w) (8.10)
yazilabilir.

’nin daha 6nce nitel olarak tartisilan davranigta bulundugunu kolayca saglayabiliriz; w < 1
ise exp(w) = 14+w+... veexp(—w) = 1 —w+... agmum ile, tanh(w) = 8151%;8:51%
olur. w > 1 ise, e™ < e olacagindan, tanh(w) = 1 olur. (8.9) ifadesi agagidaki sinir
davranigini 6ngoriir;

= w

B 2B
Ko > = bo (8.11)

kT kT
poB > kT (w>>1)icin = p, (8.12)

poB < kT (w < 1) icin  p = ,u0<

dir.

toB < kT oldugu zaman, i1 degeri oldukga kiigiiktiir. (8.11) ve (8.12) ifadelerinden anlagila-
cag uzere ji degeri, doruk p, degerinden p,B/kT oraninda kii¢giikktiir. Bu smirda, basit olarak,
w'nin B dig manyetik alani ile dogru, 7" mutlak sicakligi ile ters orantili oldugu séylenebilir.
Buna gore; miknatislanma,

2
M, = Nyji = N‘;ZfB =B (8.13)
halini alir. Burada y, dis manyetik alandan bagimsiz bir orant1 katsayisidir ve bu para-
metreye “maddenin manyetik alinganligi” denir. (8.13) ifadesi x i¢in mikroskopik nicelikler
cinsinden agagidaki agik ifadeyi saglar.

N, OMg
X= 7 (8.14)
x’nin mutlak sicaklikla ters orantili olmasi olgusuna “Curie Yasas1” adi verilir.
woB > kT oldugu zaman, i1 olanakli doruk degerini alir. Buna kargilik miknatislanma,
olanakl doruk doyma degeri olan M, = N,pu, degerini alir ve bu nedenle B veya T’den bagim-
sizdir. M, miknatislanmasinin, 7 mutlak sicakligina ve B dis manyetik alana bagh (8.10)’a

gore davranmigi Sekil 8.1’de gosterilmistir.
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1,0

0,8

M,/Nopo 06
ya da

tanh(w) 04

0,2

0,0

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

w = p,B/kT

Sekil 8.1. Miknatislanmanin, mutlak sicakliga ve dis manyetik alana bagh davranig:.

Deneyin Yapilig

Bu galismada B = 0,3 T’lik dig manyetik alanda su (H2O) igin, x manyetik alinganhg,
sicakliga bagli olarak incelenecektir.

—20°C ile +90°C arasinda kalan sicakliklar i¢in 10 °C’lik araliklarla kT degerlerini hesap-
laymiz. HyO’daki protonlar (hidrojen atomunun g¢ekirdegi) icin spin 1/2 olup, p, = 1,416 -
10726 J/T’dir. Oksijen cekirdeginin spini olmadigindan, ¢caligmaniza herhangi bir katkisi ola-
maz. Hesapladigimz kT degerlerini p,B degeri ile kargilagtirimz. (8.13) ifadesini bu sicaklik
bolgesinde kullanabilir miyiz? Yamtiniz “evet” ise (8.14) ifadesinden yararlanarak, 10 °C aralik-
larla x degerlerini hesaplayimiz. N, in birim hacimdeki manyetik moment sayis1 (yani hidrojen
sayis1) oldugunu unutmaymz. Buzun yogunlugunu 900 kg -m™2 alimiz. 0°C buz ve 0°C su
i¢in ayr1 ayr1 hesap yapimz. Cizelge 8.1’i olugturunuz.

Milimetrik kagidiniza x = f(103/T) grafigini ciziniz ve yorumunuzu yapiniz.

Clizelge 8.1. Caligma verileri ¢izelgesi.

Durum | T (°C) | T(K) | 103/T (K™Y | kT (J) | poB(J) | x(J-T72-m™3)

N —20
) —10
= 0

0
10
20
30
40
50
60
70
80
90

SU
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Deney No : 9
Deneyin Adi: Ideal Gazlarin Durum Denklemi

Kuramsal Bilgiler

Bir gazin basinci, sicakligin ve hacmi degistirilerek o gazin durum degisiklikleri arasindaki
iligki belirlenebilir.

Kapali bir kaptaki bir miktar hava i¢in asagidaki durumlar gegerlidir:

1) Sabit sicaklikta, basincin fonksiyonu olarak hacmin degisimi (Izotermik Degisim, Boyle
Yasasi ya da Mariotte Yasasi)

2) Sabit basingta, sicakligin bir fonksiyonu olarak hacmin degisimi (Izobarik Degisim, Gay-
Lussac Yasasi)

3) Sabit hacimde, sicakligin bir fonksiyonu olarak basincin degisimi (Izokor Degisim, Amon-
tons Yasasi)

4) Genisleme katsayisi, basing katsayisi ve sikigabilirlik katsayisi.

Bir maddenin genel durum denklemi p basinci, 7' mutlak sicakhigy (K) ve V hacmi arasindaki
bir iligki ile ifade edilir:

f@,T,V)=0 (9.1)

Bu ti¢ durum degiskeni, bir ideal gaz durumunda agagidaki gibidir:

pV = vRT (9.2)

Burada v gazin mol sayisidir ve R ideal gaz sabitidir.
Genigleme katsayisi «;, basing katsayis1 § ve sikigabilirlik katsayisi x agagidaki esitliklerde

tanimlanmigtir:
o= ; (g;)ﬁ 9.3)
-5,
4%,

Burada indisler (p, V', T'), bu degigkenlerin degigmezligini ifade eder ve p, ve V, belli galigma
degerleri ile iligkilidirler (Ornegin suyun donma noktasi ve atmosfer basinci).

(9.1) ifadesinden
ov ov
av = () T + <> dp 9.6

yazilabilir. Eger V' hacmi sabit ise (dV = 0), (9.6) ifadesinden,
(315> _ _V/oT); _«
oT)y

OV/op)r &
olur ve k, a ve 3 cinsinden ifade edilebilir.

o
K= = 9.7
Dof3 ( )

ve o ve ( agagidaki gibi de tanimlanabilir:
V=V,(1+af) (p=Sabit), o= VV_QVO (9.8)
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p=po(1+80) (V=S8abit), f=""1" 9.9)
Burada 6, °C olarak olgiiliir.

Deneyin Yapiligr

Deneysel kurgu Sekil 9.1°de gosterildigi gibidir. Termostat kontrollii dolagan sivi igin distile
veya deiyonize su kullanilmasi tavsiye edilir. Gazin V' hacmi, milimetrik egel iizerinden okunan
gaz siitununun boyu £ ile dogru orantihdir ve tiipiin kesit alam1 A = 1,02 cm? oldugundan,
V = £-1,02 ifadesiyle hesaplanabilir.

Sikisan havanin p basinci, dig hava basincl p, ile Ap civa seviyeleri arasindaki yiikseklik
farkindan ibarettir;

P =pa+Ap. (9.10)

Dig atmosferik basing (p,) bir barometre yardimiyla olgiiliir.
Civa stitununun bulundugu tipe zincirle bagh olan lastik tipa, alet kullamimda degil iken
kapatilir. Olgiimler yapilirken tipa cikarilmahdir, aksi taktirde bir bagka dis basing olusur.

Termometre
Su goémlegi ﬂ

J— Lastik tipa
/ Milimetrik egel

Gaz siitunlf1 Su
oxtumu

Termostat kontrolli L Hareketli ve

devir daim pompal - acik ughu tiip
1s1t1c1 HTF
&) -
Distilesu ———— _ﬂ,;,/ Civa

Sekil 9.1. Deney Diizenegi.

A) T = Sabit durumu (Izotermik):

Bu galismada T (K) sicaklhig1 size verilecek olan degerde sabit tutulacaktr.

1) Sizden istenen degeri saglamak igin 1siticinizin termostatini ayarlayiniz ve cam tiipe bagh
termometreyi deney boyunca izleyiniz.

2) Barometreniz yardimiyla, p, basincini, mmHg olarak, tayin ediniz ve hPa olarak ifade
ediniz (1 mmHg = 1,333 hPa).

3) 11k olarak, ¢ mesafesini 28 cm’ye ayarlayiniz ve her iki taraftaki civa seviyeleri arasindaki
farki (Ap), mmHg olarak, tayin ediniz.

4) ¢ mesafesini her seferinde 1 cm azaltarak, Ap basing farki degerlerini tayin ediniz ve
Cizelge 9.1’i doldurunuz.

5) Gazmn p basmc ile V' hacmi arasindaki iligkiyi tayin etmek i¢in, milimetrik kagida bir
logp = f(log V) grafigi ciziniz. Cizdiginiz grafik lineer bir azalma gosterir ve Y = AXP yani,
logY = log A + Blog X tipindedir. Grafiginizin egimini alirsaniz size B’yi verecektir. B’yi
tayin ediniz.

6) Mol hesab1 da yaparak, sonuglarimz yorumlayiniz.

Cizelge 9.1. T = Sabit durumu i¢in calisma verileri.

_ 40 -



¢(cm) V=1¢-1,02 Ap (mmHg) | Ap (hPa) p (hPa) logV
(cm®) log

B) p = Sabit (Izobarik) ve V = Sabit (Izokor) durumau.

Bu calisma icin olgiimler hemen birbiri ard: sira alinacaktir.

1) V = Sabit igin ¢ = 28 cm yapiniz.

2) Barometreden p, basimcini mmHg olarak okuyunuz ve bunu hPa olarak ifade ediniz.

3) @’y1 termometreden, °C olarak, tayin ediniz.

4) V = Sabit i¢in, her iki taraftaki civa seviyeleri arasindaki fark: (Ap), mmHg olarak, tayin
ediniz ve gazin p basincini tayin ediniz, Cizelge 9.2’ye igleyiniz.

5) Bunun ardindan, ayni 6 sicakliginda, p = Sabit icin civa seviyeleri arasindaki fark: 500
mm’ye ayarlayimz, boylece p = p, + Ap ’den sabit basing degeri ayarlanmis olur.

6) Ardindan ¢ mesafesini cm olarak tayin ediniz ve bundan yararlanarak, gazin V hacmine
ulagimiz. Tespitlerinizi Cizelge 9.2’ye kaydediniz.

7) O’y1, 1siticinizin termostat diigmesinden yararlanarak, 5 °C arttiriniz ve yukaridaki siray:
ters takip ederek, buldugunuz degerleri Cizelge 9.2’ye kaydediniz.

8) Olgiimleriniz tamamlandiginda, Cizelge 9.2’den yararlanarak, V = Sabit i¢in p = f(6)
ve p = Sabit i¢gin V' = f(0) grafiklerinizi, milimetrik kagida, ¢iziniz.

9) p = f(0) grafigi Y = A + BX seklinde bir dogrudur. Bu dogrunun egimini (B) hesapla-
yIniz.

10) (9.9) ifadesi ele alinacak olursa buldugunuz egimin p,3’ya esit oldugu agiktir. Cizdiginiz
dogrunun denklemini bularak § basing katsayisim tayin ediniz.

11) V = f(0) grafiginiz, yine Y = A + BX geklinde, bir dogrudur. Bu dogrunun egimini
hesaplayiniz.

12) (9.8) ifadesi ele alinacak olursa buldugunuz egimin V,a'ya esit oldugu agiktir. Cizdiginiz
dogrunun denklemini bularak, o genigleme katsayisini tayin ediniz.

13) Buldugunuz katsayilardan ve (9.7) ifadesinden yararlanarak, x sikigabilirlik katsayisim
tayin ediniz.

14) Sonuglarimizi yorumlayinz.

Cizelge 9.2. p = Sabit ve V = Sabit durumlar: i¢in calisma verileri.
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Dl = e et
V = Sabit = cm Ap = 500 mmHg
0(°C) Ap (mmHg) _ 3
Ap (hPa) 5 (hPa) ¢ (cm) V =¢-1,02 (cm?)
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Deney No : 10 )
Deneyin Adi: Brown Molekiil Hareketi (Iki Boyutlu Kutuda N Molekiiliin

Devinimi Igin Simiilasyon)

Kuramsal Bilgiler

N molekiillii ideal bir sistemimiz olsun. Molekiiller esit kiitleli (M), esit yaricaph (r) kati
kiirecikler gibi davransinlar. Birbirleriyle ve icinde bulunduklar1 kabin ceperleriyle tam esnek
carpigsma yapsinlar. Hizlar, rasgele olmakla birlikte, Maxwell Hiz Dagilimin saglasin. Sistemin
baslangictaki toplam kinetik enerjisi deney boyunca korunacaktir.

N
> Ep= %szf = Sht (10.1)
=1

Bu simiilasyon iki boyutlu uzayda r yaricapl dairelerle yapilabilir. Molekiiller ekrana, bir-
birleriyle cakigmayacak sekilde yerlestirilir ve her birine rasgele hiz bilegenleri verilir. Bilgisayar
programinda molekiil sayis1 48 secilebilir. Maxwell Hiz Dagilimina gore, 13 enerji bolgesinde 48
molekiiliin hizlarinin dagilimi Cizelge 10.1°de verilmistir (Berkeley Istatistik Fizik Kitab1 Sekil
6.7 ve bu deneyin Ek-10.1 kismu).

Cizelge 10.1. 48 molekiiliin hz dagilima.

Enerji | Bolgedeki Molekiil | Bagil Hiz || Enerji | Bolgedeki Molekiil | Bagil Hiz
Bolgesi Sayist (birim) || Bolgesi Sayist (birim)

1 1 0,93 8 6 7,86

2 3 2,46 9 5 8,97

3 4 3,51 10 3 10,05

4 4 4,32 11 3 11,37

5 5 5,07 12 1 12,75

6 6 5,91 13 1 14,82

7 6 6,84

Programda molekiil sayis1 48, yaricap 8 ya da 9, adim say1s1 300 secilir. Program her adimda
her bir molekiilii izler. Boylece birinci adimdan itibaren iki olay beklenir:

I) Molekiillerin merkezleri arasindaki uzaklik D olmak tizere D < 2r oldugunda iki molekii-
liin carpigtigi varsayilir. Program, iiclii ya da daha coklu carpigsmalarin bulunmadigi varsayimi
ile hazirlanmigtir. Carpigsmalarin fiziksel temelleri bu deneyin Ek-10.2 kisminda ayrintili olarak
verilmigtir.

IT) Molekiiliin merkezi kabin kenarina yarigapi ile o yondeki hiz bilegeninin mutlak degerinin
toplamindan daha yakin ya da bu toplama esit olacak kadar yaklagmigsa; kabin kenari ile
esnek carpigsma yaptigr kabul edilir ve o kenara dik olan hiz bilegeni terslenir, diger hiz bileseni
degismez (Sekil 10.1).

Kabin kenar:
7/
7/
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Sekil 10.1 Molekiiliin kabin kenar ile esnek ¢arpismass.

Denge Durumuna Yaklagim

Bu programda, baglangicta 48 molekiil kabin sol yarisina yerlegtirilir. Caligtirildiginda, prog-
ram her 10 adimda bir kabimn sol yarisindaki molekiil sayis1 n’yi verecektir. Berkeley Istatistik
Fizik Kitabindaki Sekil 1.19’un alt sag yarisina benzer sekilde n = f(j)’yi, kesikli ¢izgilerle,
milimetrik kagida ¢iziniz ve yorumlayiniz.

Bir Molekiiliin Brown Hareketi

Bu programda, 300 adim siiresince sistem ekranda izlenir. Her bir molekiliin bu siire-
deki yoriingesini ve ¢arpisma yaptigi noktanin koordinatlar: ile bu ¢arpismanin kaginci adimda
gergeklestigini program size gosterecektir. Her bir molekiiliin koordinatlar: sizlere ayri1 ayri
bilgisayar ¢iktis1 olarak verilecektir. Verilecek egellemeye uygun olarak, milimetrik kagida,
Berkeley Istatistik Fizik Kitabindaki Sekil 1.25% benzer bir cizim yapimz. Cetvel kullanarak
iki carpigma arasinda kat edilen mesafeleri mm olarak o6l¢iliniiz ve Cizelge 10.2’ye uygun olarak
bolgelendiriniz ve her bolgenin frekansini kendi molekiiliiniiz i¢in belirleyiniz. Tiim 48 molekiil
icin toplu frekanslar: elde etmek iizere Cizelge 10.2’yi olugturunuz.
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Clizelge 10.2. Deney verileri.

. Molekiil No ve Frekansi Toplam

Bolge‘ ¢ (mm) | | Frerllans
‘ ‘12345678910....48‘ F(0)

1 0-10

2 11-20

3 21-30

4 31-40

12 |171-180

Bolgelere gore toplam frekanslar: gosteren bir ¢ubuk diyagrami ¢iziniz. Ardindan, her bir
bolgenin ortasina denk gelen, ¢ degerlerine kargihk toplam frekans noktalarini gbsteren bir
grafik ¢iziniz. Uygun bir bilgisayar programiyla bu noktalarin davranigina uyan iistel bir fonk-
siyon elde ediniz. Bu fonksiyon F(¢) = F({)maks exp(—¢/loyt) formatindadir. Bu ifadeden ve
grafiginizden yararlanarak ortalama serbest yol tayini yapiniz ve sonucunuzu yorumlayiniz.
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Maxwell Hiz Dagilima

Deneyde molekiillerin hizlar1 Maxwell Hiz Dagilimina uygun olmalidir.

m \3/2
F(v)dv =4mn (W) exp(

Ek-10.1

(E10.1.1)

En olasi hiz ¢ cinsinden (E10.1.1) ifadesini v/9'min fonksiyonu olarak yeniden yazmak he-

saplar1 kolaylagtirir. En olas1 hiz

2kT\ /2
- ()
m

1
olup U — alarak (E10.1.1) ifadesi
0

F(v)dv = 4mn L exp{—(v/f})ﬂ v? dv

F(v)dv

03 713/2

4n

exo[-0/77] (5)

? do

v

v v
olarak elde edilir. * = -, dr = — degisken degistirmesi yapilirsa,
0] v

4
dv = —

NG

exp(—2z?) 2% dx

ifadesi bulunur. Bu ifadenin her iki yaninin integrali alinirsa,

/°° F(v)
0o n

4 o0
dv = —/ exp(—2%) 2% dx =
77 Jo p(—z7)

normalizasyon (tamlik) kogulunu sagladigr acikga goriiliir.

1 VE

N

(E10.1.2)

(E10.1.3)

(E10.1.4)

(E10.1.5)

(E10.1.6)

Cizelge E10.1.1°de, integralin iist sinir1 z; = v/0'nin gesitli degerleri igin, 48 molekiiliin hiz

dagilimi verilmigtir.

Cizelge F10.1.1. Maxwell Huwz Dagilimina gore, molekiillerin 18 ayry enerji bolgesine dagilima.

(1) (2) (3) . ) (5) (6) (7) (8)
z; = (v/D); Intx48 Moiiiﬁaégym Eii?asg;ifn Bagil hiz 6xbagil iz (6)2 Sa;r;%\'m
0,31 1,0165 1 1 0,155 0,93 0,8649 1
0,51 4,1094 4 3 0,410 2,46 6,0516 2
0,66 8,0497 8 4 0,585 3,51 12,3201 3
0,78 12,0539 12 4 0,720 4,32 18,6624 4
0,91 16,9652 17 5 0,845 5,07 25,7049 5
1,06 22,9190 23 6 0,985 5,91 34,9281 6
1,22 29,0419 29 6 1,140 6,84 46,7856 7
140 35,0434 35 6 1,310 7,86 61,7799 8
1,59 39,9655 40 5 1,495 8,97 80,4609 9
1,76 43,0985 43 3 1,675 10,05 101,0025 10
2,03 46,0385 46 3 1,895 11,37 129,2769 11
222 47,0691 47 1 2,125 12,75 162,5625 12
272 47,9252 48 1 2,470 14,82 219,6324 13

1
W
(@)}

1



48 molekiil 13 enerji alt grubuna yerlestirilmistir. Integralin iist smir1 dyle almmistir ki 2.
kolondaki Intx48 degerleri tam sayilara yakin (%1 sapma) ciksin. Buna gore; 0-z; araligina
diigen molekil sayilar: 3. kolona; x;-z;+1 araligina digen molekil sayilari 4. kolona; (x; +
Zit+1)/2, yani araligin tam ortasina kargilik gelen bagil hizlar 5. kolona; en az bir (1) piksel
uzunlugunda olmasi gereken bagil hizlar i¢in 5. kolondaki bagil hizlar 6 rakam ile carpilarak

) ()

v v
ifadesinde, bilgisayar programinda rasgele 6n isaret ve rasgele W (I) = — secilerek -2 =
0 0]

6. kolona; v = , /vZ + v2 oldugu icin,

[SIRIR

v
kolona yazilmigtir. Programda, 8. kolonda gosterilen 13 ayri sayacta, 4. kolondaki degerleri

asmayacak sekilde, ilgili enerji araligina yerlestirilen molekiil sayilar1 depolanir.
Sistemin toplam enerjisi a3 v? = a X (v/9)? = a X [(v4/?)? + (vy/5)?] olup programda
EN=Y W)« W)+ Z(I) « Z(I)] olarak alinmaktadir.

2 2
\/ (U> — <U~m> ifadesinden Z(I) = va hesaplandig i¢in 6. kolondaki degerlerin kareleri 7.
0] 0]
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Ek-10.2

Asgagida, esit kiitleli, kiiresel varsayilan, egit yarigapli molekiillerin iki boyutlu uzayda esnek
carpismalarinin fiziksel temelleri verilmektedir.

1) Ussiiz x,y sisteminde L-gercevesinde : Carpismadan énce molekiillerin yerleri ve
hiz bilesenleri goyledir;

Vi
Y (Ijlw y_jk?)
(Tik,Yik)

,y‘

Vix P

i. molekiil j. molekiil

Sekil E10.2.1. L-isstz cercevede, k. advmda, molekillerin yerleri ve hiz bilesenlersi.

Fiziksel Programda

Tik X(I,B)
i Y(B) . ve j. molekillerin koordi
L X(J,B) B. adimda i. ve j. molekiillerin koordinatlari.
Yik Y(J,B)
Fiziksel Programda
Vigx W(I)
Viy Z(I) Her carpismada degisse bile i. ve j. molekiillerin
Vjg W(J) hizlarina programda ayni isimler verilebilir.
Yy Z(J)

P=X(J,B)—X(I,B) ve @ =Y(J,B) —Y(I,B) ise iki molekiiliin merkezleri arasindaki
uzaklk, D = /P?+ @Q? dir. Programda; D=SQR(P*P+Q*Q) dur. D < 2r i¢in ¢arpigma
vardir ve bu durumda olan molekil ciftleri i¢in 2. adima gegiyoruz.

2) Uslii sistemde L-cercevesinde : Koordinatlar: z ekseni etrafinda o acis1 kadar don-
diirelim. Oyle ki 2’ ekseni i. ve j. molekiillerin merkezlerinden gecsin.

Sekil £10.2.2. Uslii sistemde L-cercevesinde molekiillerin yerleri ve hiz bilesenleri.

Burada hiz bilegenlerinin doéntisiimi su sekildedir:
Vig'| | cosa  sina| v Vjgr| | cosa  sina| |vjg
Vi | |—sina cosa| |viy vjy | |—sina cosal |vjy
Yeni hiz bilegenleri programda R ve S ile gésterilirse;
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Fiziksel Programda

Vig! R(I) i. molekiil icin
Uiy S(I)
Vjg! R(J) j. molekiil i¢in
Yy S(J)

E =P/D =cosave F = @Q/D = sin « olmak tizere hiz bilegenlerinin déntigiimii programda,

R() = E*W(I) + F*Z(I) R(J) = E¥XW(J) + F*Z(J)
S(I) = E*Z(I) — F*W(I) S(J) = E*Z(J) — F*W(J)

esitlikleri ile gerceklegtirilir.

3) Uslii sistemde L-gergevesinde : (3 carpma acisim hesaplamak igin i. molekiiliin j.
molekiile gore bagil hiz bilesenleri.

Sekil £10.2.3. Uslii sistemde L-cercevesinde bagil hiz ve B carpma agisi.

Fiziksel Programda
Ujg! = Vig! — Vjg! U(I) = R(I) - R(J)
Uiy = Uiy — Vg V(1) = 5() = 5(J)

ujr = 01ise |B| =7/2 U(I) = 0 ise beta = PI/2
f = arctg(uy /uiy)  beta = ABS(ATN(V(I) / U(I)))

4) Kiitle merkezi referans gercgevesinde : Kiitle merkezinin L-gergevesindeki hiz1 g6y-
ledir:

—_

. 1 ) N
Viem = 5(%/ + 02 )& + = (Vi + vjy )T

\V)

wiy/

Sekil £10.2.4. Kiitle merkezi referans cercevesinde carpismadan onceki hiz bilesenleri.

Simdi hiz bilegenleri; w; = Ujjs1i) — Viem vektiorel esitliginden kolayca hesaplanabilir.
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Fiziksel

Programda
1 1 1
Wig! = Vjg! — E(Uix’ +vjp) = i(viz’ — Vjgr) = §uim’ §U(I)
1 1
Wiy = Viy — 5 (Viy +Vjy) = 5 (Vigr — Vjyr) = Sy §V(I)
1 1
Wiz = Ujg/ (Uzm’ + ij’) - (U]x’ sz’) - iuim’ _EU(I)
1 1 1 1
Wiy = Vjy! — i(viy/ + ij/) = §(ij/ - 'Uiy/) = —§uiy/ —§V(I)
5) Carpismadan sonra kiitle merkezi referans cergevesinde :
Fiziksel Programda w'
- dl
1 il
ng = Wiy 2 (I) K
/ 1 w'’,
Wiy = w500 "
1 )
wiy = wiy 5V(I) W)

Sekil E10.2.5. k.m referans cercevesinde ¢carpismadan sonra.

6) Kiitle merkezi referans cercevesinde garpigsmadan sonra sagilma agist 6’nin
belirlenmesi:

f’'nin sagilma

f’nin sacgilma
bolgesi

Olgesi

i j j i
(a) i. molekiil solda, U(I) > 0 (b) i. molekiil sagda, U(I) < 0
Sekil F10.2.6. Sag¢ilma bolgeleri (temsili iki durum; ara agt isaretlerine gore dort alt durum metindeki
I-V listesinde verilmistir).

|B8] <0 <7+ 8| (genel sinir); ayrica tgB > 0 i¢in B < 0 < 7w+ |4, tgh < 0 igin
m—|B] <6 < 2w —|f]| olur; (b) durumunda 6 = 6 + 7 eklenir.

I-) U()=0ise beta=PI/2
IT-) Genelde beta = ABS(ATN(V(I) / U(I)))
III-) U(I)>0, V(I) >0ise teta = RND*PI + beta
IV-) U({I)>0, V(I)<0ise teta=RND*PI — beta + PI
V-) U()<0ise III ve IV'te hesaplanan teta’lara PI eklenir: teta = teta + PI

7) Yeniden L-gergevesine gecelim:
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Sekil £10.2.7. Kiitle merkezinden tsli L-gercevesine gegis.

- = nyd . .
U; = W; + Vi, olmak lizere;

/

(a) ujy = wjjcosd +wiy sin6 + 5 (vigr + Vjar)
(b)  ujy = ng sin @ — w, cosd 4+ 3(viy + vjy)
(c) ujy = —wgn cos§ — w}; sin 6 + 3 (viy + V)
(d) ujy = —wjsinf +wj; cosd + (Vi + vjy)

Programda bu doéniigiim s0yle yazilabilir:

RT = (R(I) +RJ)) /2

ST =(SI) +SJ))/2

RI = ( +U(I)*COS(teta) + V(I)*SIN(teta) ) / 2
(

SI = ( —V(I)*COS(teta) + U(I)*SIN(teta) ) / 2
(a’) R(I) = RT + RI

(') S(I) = ST + SI

(¢) R(J) = RT — RI

(d') S(J) = ST — SI

8) Ters doniisiim ile iislii’den iissiiz sisteme gegilir:
Ussiiz sistemde carpismadan sonra hizlar icin asagidaki ifadeler kullanilir.

/ . ! ! . !
Vig| _ |cosa —sina| |ujy Vje| _ |cosa  —sina| |,
vl sina  cosa | |u),, v sina  cosa | |u.,

iy 1y Jy JY

| S|

Bunlarin program karsiliklar: asagidaki gibidir:

W(I) = E*R(I) — F*S(I) W(J) = E*R(J) — F*S(J)
Z(I) = E*S(I) + F*R(I)  Z(J) = E*S(J) + F*R(J)

y
v
Yy U/»
Jy
V-
D jx
/ o x
Wyt i j

Sekil £10.2.8. (a) Ters déondisiim. (b) L-gercevesinde ¢arpismadan sonra hiz bilesenleri.

Boylece carpigma yapmig iki molekiiliin bir sonraki adimdaki hiz bilegenleri bulunmusg olur.
Carpigsmaya girmemis olan molekiiller bir 6nceki adimdaki hizlarimi korurlar.
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Bilgisayar Programlar:

Ozgiin kilavuzdaki BASIC programlari, iki ayr calisma icin ("Denge Durumuna Yakla-
sim" ve "Bir Molekiiliin Brown Hareketi") neredeyse ayni alt yordamlar: (molekiil yerlestirme,
Maxwell hiz atamasi, duvar garpigsmasi, iki molekiil garpigmasi — bkz. Ek-10.2) birbirinden
bagimsiz olarak tekrar etmektedir. Python siriimiinde bu ortak fizik 6nce tek bir modil ha-
linde yazilmig (Program 10.1), ardindan her iki ¢aligma bu modiilii kullanan kisa birer program
olarak verilmigtir (Program 10.2 ve 10.3).

import math
import random

GENISLIK_TAM = 638 # tam kutu genislig: (piksel)

GENISLIK_YARIM = 318 # sadece sol yari (Denge Durumuna Yaklasim icin)
YUKSEKLIK = 349

V_PAY = 9 # baslangicta hiz tcin birakilan kenar payi

# Cizelge 10.1: 48 molekulun 13 enerji bolgesine dagilimt

# (molekul sayist, bagil hiz)

CIZELGE_10_1 = [
(1, 0.93), (3, 2.46), (4, 3.51), (4, 4.32), (5, 5.07),
(6, 5.91), (6, 6.84), (6, 7.86), (5, 8.97), (3, 10.05),
(3, 11.37), (1, 12.75), (1, 14.82),

def maxwell_hiz_bileseni(bagil_hiz):
"""Buyuklugu tam olarak ’bagil_hiz’ olan, yonu rasgele bir
(vz, vy) hiz vektoru uretir (ozgun programdaki W(I), Z(I)
atamasiyla aynidir: once rasgele isaretli bir vz genligt
sectlir, sonra vy buyuklugu Pisagor bagintisindan tamamlanir)."""
vx = random.choice((-1, 1)) * random.random() * bagil_hiz
vy_buyukluk = math.sqrt(max(bagil_hiz**2 - vx**2, 0.0))
vy = random.choice((-1, 1)) * vy_buyukluk
return vx, vy

def baslangic_hizlari(N=48):
""rCizelge 10.1’e gore N molekule Mazwell hiz dagilimina uygun
(vz, vy) ciftleri atar."""
hizlar = []
for molekul_sayisi, bagil_hiz in CIZELGE_10_1:
for _ in range(molekul_sayisi):
hizlar.append(maxwell_hiz_bileseni(bagil_hiz))
assert len(hizlar) ==
random.shuffle(hizlar)
vx = [h[0] for h in hizlar]
vy = [h[1] for h in hizlar]
return vx, vy

def molekulleri_yerlestir(N, r, sol_yariya_sinirla=False):
"N molekulu, birbirleriyle cakismayacak sekilde kutu icine
rasgele yerlestirir. sol_yariya_sinirla=True ise (Denge
Durumuna Yaklasim programinda oldugu gibi) tum molekuller
kutunun sol yarisina yerlestirtleir."""
genislik = GENISLIK_YARIM if sol_yariya_sinirla else GENISLIK_TAM
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X, ¥

=10, 0

for i in range(N):

while True:
xi = random.uniform(r + V_PAY + 2, genislik - r - V_PAY - 2)
yi = random.uniform(r + V_PAY + 2, YUKSEKLIK - r - V_PAY - 2)
if all(math.hypot(xi - x[k], yi - y[k]) > 2 * r + V_PAY / 2

retu

for k in range(i)):

x.append(xi)
y.append(yi)

break
rn x, y

def duvar_carpismalari(x, y, vx, vy, r, genislik=GENISLIK_TAM):
"""Kabin kenarina, yaricapi ile o yondeki hiz bileseninin mutlak
degeri toplami kadar yaklasmis molekullerin ilgili hiz
bilesenini terslenir (Sekil 10.1). Bu adimda bir duvardan

sekmis molekullerin indekslerini kume olarak dondurur.

seke

nler = set()

for i in range(len(x)):

if x[i] <= r - vx[i] or x[i] >=
vx[i] = -vx[i]

if y[i] <= r - vylil or y[i] >=
vy[i] = -vyl[i]

retu

def esnek_carpisma(vx, vy, i, j, x, y):

sekenler.add (i)

sekenler.add (i)

rn sekenler

mmnn

genislik - r - vx[i]:

YUKSEKLIK - r - vy[i]:

"""Merkezleri arasindaki uzaklik D <= 2r olan 7. ve j.
molekullerin, Ek-10.2°’de turetilen esnek carpisma

donusumlerine gore yent hizlarini hesaplar.
P, Q = x[j] - x[i], y[j1 - y[il]

mmnn

= math.pi / 2 if U == 0 else abs(math.atan(V / U))

sactlma actisi teta (kutle merkezti cercevesinde, rasgele)

teta = random.random() * math.pi + beta

teta = random.random() * math.pi - beta + math.pi

D = math.hypot (P, Q)
if D == 0:

D = 1e-10
E, F=P/D,Q/D
# 2) uslu sisteme donusum
Ri = E * vx[i] + F * vy[i]
Si =E x vy[i]l - F * wvx[i]
Rj = E * vx[j] + F * vy[j]
Sj = E * vy[jl - F * vx[j]
# 3) bagil hiz ve beta carpma actist
U, V=Ri - Rj, Si - Sj
beta
# 6)
if V >= 0:
else:
if U < 0:

teta += math.pi
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# 7) yeniden L-cercevesine (uslu) gecis

RT, ST = (Ri + Rj) / 2, (Si + Sj) / 2

RI = (U * math.cos(teta) + V * math.sin(teta)) / 2
SI = (-V * math.cos(teta) + U * math.sin(teta)) / 2
Ri, Si = RT + RI, ST + SI

Rj, Sj = RT - RI, ST - SI

# 8) ters donusumle ussuz sisteme donus

vx[i]l] = E * Ri - F * Si
vy[il = E * Si + F * Ri
vx[jl] =E *Rj - F * §j
vy[jl = E * Sj + F * Rj

def cakismayi_gider(x, y, i, j, r):

"""Carpisma sonrast merkezler hala D <= 2r kadar yakinsa,
moleculler: P, dogrultusunda birer birim ayirarak cakismayi
gidertr (ozgun programdaki 1090-1150 satirlarina karstlik gelir).
while True:

P, Q = x[j] - x[i], y[j] - y[il

D = math.hypot(P, Q)

if D> 2 *xr or D == 0:

return

x[i] += -1 if x[i] <= x[j] else 1

x[j] += 1 if x[i] <= x[j] else -1

y[i]l += -1 if y[i] <= y[j] else 1

y[jl += 1 if y[i] <= y[j] else -1

nmnn

5 def bir_adim_ilerlet(x, y, vx, vy, r, genislik=GENISLIK_TAM) :
""Sistemi bir zaman adimi ilerletir: once pozisyonlar
guncellenir, sonra ikili carpismalar ve duvar carpismalart
uygulanir. Bu adimda carpisan (i, j) ciftlerinin listesini ve
bir duvardan sekmis molekullerin kumesini dondurur.”"""
N = len(x)
for i in range(N):

x[1] += wvx[i]

y[i] += vyl[i]

carpanlar = []
for i in range(N - 1):
for j in range(i + 1, N):
if math.hypot(x[j]l - x[i], y[j]l - y[il) <= 2 % r:
esnek_carpisma(vx, vy, i, j, x, y)
cakismayi_gider(x, y, i, j, r)
carpanlar.append((i, j))

sekenler = duvar_carpismalari(x, y, vx, vy, T, genislik)
return carpanlar, sekenler

Program 10.1. Brown Molekiil Hareketi — Ortak Simiilasyon Fonksiyonlar.

Python dosyasim indir: Klasorden indir (10.1, 10.2, 10.3 ayn1 klasorde birlikte) ‘

“Denge Durumuna Yaklagim” calismasinda, 48 molekiil baglangicta kabin sol yarisina yer-
lestirilir ve her 10 adimda bir sol yaridaki molekiil sayis1 n kaydedilir. Ozgiin programdaki
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gibi, ayn1 satirda sag yaridaki molekiil sayisi n’ ve toplam kinetik enerji (EN, korunumunu
dogrulamak amaciyla) da yazdirilr.

1 from brown_ortak import (
2 GENISLIK_TAM, baslangic_hizlari, molekulleri_yerlestir,
3 bir_adim_ilerlet,

7 def denge_durumuna_yaklasim(N=48, adim_sayisi=300, r=8):

8 "8 molekulu kabin sol yarisina yerlestirir, stistemi

9 adim_saytsi kadar tlerletir ve her 10 adimda bir kabin sol

10 yarisindaki (n) ve sag yarisindaki (n’) molekul sayilarini ile
11 toplam kinetik enerjiyi (EN) j’nin bir fonksiyonu olarak

12 kaydeder (ozgun programdaki 900-920 satirlarina karsilik

13 gelir). """

14 X, y = molekulleri_yerlestir(N, r, sol_yariya_sinirla=True)

15 vx, vy = baslangic_hizlari(N)

17 j_degerleri, n_degerleri = [1, []

18 for adim in range(1l, adim_sayisi + 1):

19 bir_adim_ilerlet(x, y, vx, vy, r, genislik=GENISLIK_TAM) # donen degerler
burada kullantlmiyor

20 if adim % 10 == 0:

21 n_sol = sum(1l for xi in x if xi <= GENISLIK_TAM / 2)
22 n_sag = N - n_sol

23 EN = sum(vx[i]**2 + vy[i]**2 for i in range(N))

24 j_degerleri.append(adim)
25 n_degerleri.append(n_sol)
26 print (f"adim={adim:4d} n={n_sol} n’={n_sag} EN={EN:.1f}")
27 return j_degerleri, n_degerleri

30 if __name__ == "__main__":

31 denge_durumuna_yaklasim()

Program 10.2. Brown Molekiil Hareketi — Denge Durumuna Yaklasim.

Python dosyasim indir: Klasérden indir (10.1, 10.2, 10.3 ayn klasorde birlikte) ‘

“Bir Molekiiliin Brown Hareketi” caligmasinda ise molekiiller kutunun tamamina yerles-
tirilir; her molekiiliin 300 adim boyunca izledigi tam yoriinge kaydedilir ve ayrica — 6zgiin
BASIC programindaki 1600 REM YORUNGELER VE GIZELGELER boliimiiyle ayni mantikla — yo-
niint degistirdigi her nokta (bir bagka molekiille garpisma ya da kabin kenarindan sekme) adim
numarasi ve konumuyla birlikte ayrica listelenir; 6grenci bdylece yoriingeyi cizerken sadece koge
noktalarini isaretleyebilir.

1 from brown_ortak import (
2 GENISLIK_TAM, baslangic_hizlari, molekulleri_yerlestir,
3 bir_adim_ilerlet,

7 def bir_molekulun_brown_hareketi(N=48, adim_sayisi=300, r=8):
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"""Molekuller: kutunun tamamina yerlestirir ve adim_sayist
kadar tlerletir. Her molekul icin tam yorungeyi ve yon
degistirdigt noktalari —-- baska bir molekulle carpisma ya da
kabin kenarindan sekme, (adim, z, y) olarak -- kaydeder (ozgun
programdaki 1600 REM YORUNGELER VE CIZELGELER blogunun
karsiligidir). """

X, y = molekulleri_yerlestir(N, r, sol_yariya_sinirla=False)
vx, vy = baslangic_hizlari(N)

yorungeler = [[(x[i], y[i])] for i in range(N)]
yon_degisim_noktalari = [[] for _ in range(N)]

for adim in range(1l, adim_sayisi + 1):
carpanlar, sekenler = bir_adim_ilerlet(x, y, vx, vy, r, genislik=GENISLIK_TAM)
for i in range(N):
yorungeler[i] .append ((x[i], y[il))
degisenler = sekenler | {i for cift in carpanlar for i in cift}
for i in degisenler:
yon_degisim_noktalaril[i] .append((adim, x[i], y[il))

return yorungeler, yon_degisim_noktalari

if __name__ == "__main__":
yorungeler, yon_degisimleri = bir_molekulun_brown_hareketi ()
for i, noktalar in enumerate(yon_degisimleri):
print (f"Molekul {i + 1}: {len(noktalar)} yon degisimi (carpisma/duvardan sekme
A
for adim, x_, y_ in noktalar:
print(f" adim={adim:4d} (x, y) = ({x_:.1f}, {y_:.1fH)")

Program 10.3. Brown Molekil Hareketi — Bir Molekiliin Brown Hareketi.

Python dosyasim indir: Klasorden indir (10.1, 10.2, 10.3 aym klasorde birlikte) ‘

Yukaridaki iki program, ortak fizik fonksiyonlarini brown_ortak.py adiyla kaydedilmis olan
Program 10.1’den ige aktarir (import). Elde edilen yoriinge verileri, Cizelge 10.2’deki iki gar-
pisma arast mesafelerin hesaplanmasinda ve n = f(j) grafiginin ¢iziminde dogrudan kullanila-
bilir.
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Deney No : 11
Deneyin Adi: Carnot Ist Makinest

Kuramsal Bilgiler

Bir 1s1 makinesi termal enerjiyi ise cevirir. Ilk olarak 1s1 sicak bir depodan cikariir. Bu
1stnin bir kismi yapilacak is i¢in kullanilir ve kalani soguk bir depoya aktarilir. Bu siireg, sgema
olarak, Sekil 11.1’de gosterilmistir.

— e L
a _— a _—
/://// 181 /:////
:?:C// akinesi ::j}//
soguk W —smcak
depo depo

Sekil 11.1 Isy makinesinin sematik gosterimi.

Burada T}, sicak deponun sicakhigr; T., soguk deponun sicakligi; @y, sicak depodan ¢ikan
181; Qc, soguk depoya aktarilan 1s1 ve W, yapilan igtir.
Enerjinin korunumuna gore (termodinamigin 1. yasasi);

Qn=W+Q. (11.1)

‘dir. Diger bir deyisle, makineye giren 1s1, yapilan ig ile soguk depoya aktarilan isinin
toplamidir.

Bir 1s1 makinesinin verimi, yapilan igin sicak kaynaktan gikarilan isiya orami olarak tarif
edilir.

Verim =17 = w_ Qn = Qe (11.2)
Qn Qn

Yalnizca 1. yasaya dayanarak tiim 1sinin nigin ise gevrilmediginin sebebi yoktur. Eger
bu durum olsayd:1 Qp = W olacakt: ve maksimum verim bir(1)’e (%100 verim) esit olacakti.
Termodinamigin 1. yasasi makine verimine sinirlama olmasaydi, soguk depoya gerek kalmazdi
ve enerji kaybedilmezdi. Ama, Carnot soguk bir deponun daima gerekli oldugunu gosterdi.
Ayrica bir 181 makinesinin teorik maksimum veriminin sadece iki deponun sicakliklarina bagh
oldugunu da gosterdi:

Ty, — T,
TICarnot = hT < (113)
h

Burada sicakliklar, Kelvin(K) olarak olgiilir. Carnot’un sonucuna gore; bir makine, daima
%100 verimli olabilir, ama sadece ¢ok dusiik sicaklikta (7, 0 K oldugunda). Bu sicaklik pratik
olarak gozlenemediginden, gergek bir makine bir(1)’e egit bir verime sahip olamaz.

Siiphesiz ki, makine verimine bagka siirlamalar da vardir. Herhangi bir gercek 1s1 maki-
nesinde daima kacinilmaz enerji kayiplar: vardir. Enerji siirtiinme, 1s1 iletimi, 1sisal radyasyon
vb. yollarla harcanir. Bunlar enerji kaybina neden olan fiziksel olaylardir. Bu kayiplarin tiimi
verimi diigliriir. Ama bunlar makinenin ¢aligmasi ile i¢ mekanizmalara baglh olan pratik dii-
stincelerdir. Daha iyi dizayn, daha iyi yaglayici maddeler, daha iyi yalitma vb. ile bunlar en
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aza indirilebilir. Carnot verimi, herhangi bir 1s1 makinesinin verimine bir iist sinir getirir. Her
1s1 makinesi iki sicaklikta calismalidir ve bu sicakliklar makine verimini sinirlar.

Termal verim cihazt (1s1 makinesi)

Bir 1s1 makinesi olarak ¢alisan termal verim cihazinin bir semasi Sekil 11.2’de verilmistir.
Anahtar element, Peltier cihazi olarak bilinen bir termoelektrik dontigtiiriiciidir. Isiy1 elekt-
riksel enerjiye veya elektriksel enerjiyi 1siya c¢eviren, basit yariiletken bir alettir.

Peltier Cihaz
Aliiminyum blok Aliminyum blok

(su sogutma‘h\)\ /(,e,lei?triksel 1sitmali)

@ Cikis gerilimi

Sekil 11.2 Bir ws1 makinesi olarak termal verim cihaz.

Peltier cihazi, ideal bir 1s1 makinesi gibi, iki sicaklik arasinda calisir. Ideal bir 151 makine-
sinde, sabit sicakliklar son derece genis, sicak ve soguk depolar tarafindan korunurlar. Ciinki
onlar o kadar biiytiktir ki, 1s1 kendi sicakliklarimi etkilemeksizin onlardan alinir ya da onlara
verilir. Bu durumun benzetisimi icin, Peltier cihaz iki aliiminyum blok arasina sikigtirilmisgtir.
Birinci blok (soguk depo), ondan sabit bir soguk sicaklikta buzlu su gegirilerek muhafaza edilir.
Diger blok ise (sicak depo), bir 1sitic1 direng kullanmilarak sabit bir sicakhga kadar sitilir. T}, ve
T, sicakliklar: aliminyum bloktaki termistorlerle olciiliir. Sicakliga karsilik direng degerlerini
gosteren tablo cihaz iizerinde verilmigtir.

Termal verim cihazi bir 1s1 makinesi olarak kullanilirken daha yiiksek sicaklik T}, degisik
degerlere set edilir. Makineye sicak giris Pj, voltaj ve sicak aliiminyum blogu 1sitan isitic
direncine giren akim gozlenerek olguliir (P, = Vi 1p,).

Makine tarafindan yapilan ig, Peltier cihaz1 tarafindan tiretilen elektriksel enerjidir. Cihaz
bir yiik direnci R,, boyunca bir akim stirer ve boylece, ig sonunda direngte 1siya dontigtiiriiliir.
Dirence karsilik voltaj olciilerek, cihaz tarafindan yapilan is bulunabilir (P, = V.2/R,). Is1
makinesinin gercek verimi,

P,
Ngercek = ?’: (114)

ifadesinden hesaplanir.

Deneyin Yapilisr
Sekil 11.3’ten yararlanarak;
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Adaptor —%

Gii¢ kaynag:

]
\—
C

~J

Sekil 11.3. Deney diizenegi.

1) Buzlu su banyosunu hazirlaymiz ve termal verim cihazimin her iki lastik tiipiini bu
banyoya batiriniz.

2) Adaptorii (9 V) prize takiniz ve termal verim cihaz iizerindeki pompaya aktif ucu bag-
layimiz. Simdi ¢aligan pompay: isitmelisiniz ve su “out” adli lastik hortumdan ¢ikmalidir.

3) Ohmmetreyi termistor terminallerine baglayiniz.

4) DC gii¢ kaynagini, bir voltmetre ve bir ampermetreyi isitict terminallerine baglayinz.
V}, voltajimi yaklagik 11 V’a ayarlayiniz.

DIKKAT! Bu deger, yaklagik maksimum izinli sicaklig1 saglamak icindir. 12 V’tan daha diisiik
bir gerilim degeri, bu deney i¢in uygundur. Termal verim aleti 80 °C’nin iistiinde 5 dakikadan
daha fazla caligtirilmamalidir. Eger 93°C’yi agarsa bir termal anahtar aleti korumak icin
otomatik olarak isitict akimini kapatir.

5) Sekildeki gibi, kisa bir kablo ile 2{’luk R, yiik direncinin baglantisini yapiniz. Ayni
yiik direncine bir voltmetre baglayimiz. 2 ) degerinin se¢imi keyfidir, bagka bir yiik direnci de
kullanilabilir.

6) Sicak ve soguk depo sicakliklarimin sabit olmasi i¢in sistemin dengeye gelmesine izin
veriniz. Bu, baglangic¢ sicakligina bagli olarak, 5-10 dakika siirebilir.

7) Sicak ve soguk her bir 1s1 blogunun termistér direncini 6l¢gmek igin, ohmmetreyi uygun bir
sekilde, kendi anahtar ile anahtarlayimiz. Okumalarimiz (R, ve R.) Cizelge 11.1’e kaydediniz.
Cihazin 6n tarafindaki gizelgeyi ya da Cizelge 11.3’1 kullanarak, direng degerlerini sicakliklara
déniigtiiriiniiz ve bu sicakliklar: Cizelge 11.1%e igleyiniz.

8) Isitma direncine karsiik gelen gerilimi (V},), akimi () ve yiik direncine karsilik gelen
gerilimi (V,,) Cizelge 11.1% igleyiniz.

9) Bes ayr sicaklik i¢in, V}, gerilimini gittikge diigiirerek ve her seferinde yukaridaki siray:
takip ederek, 6l¢timlerinizi tamamlayiniz.

10) Sicak depoya verilen P}, giiglerini ve yiik direnci (R,) tarafindan kullamlan P, giiglerini
hesaplayarak, bu degerleri Cizelge 11.1°e isleyiniz.

11) (11.4) ifadesinden, gergek verimleri hesaplayimiz ve sonuglarimizi Cizelge 11.2’ye igleyiniz.

12) Sicakliklarmmzi Kelvin(K)’e ¢eviriniz ve Carnot verimlerini (11.3) ifadesinden yararla-
narak hesaplayimiz. Sonuclarinizi Cizelge 11.2’ye igleyiniz.

13) Grafik i¢in 1/7}, degerlerini hesaplayimz ve bunlar1 Cizelge 11.2’ye igleyiniz.

14) Deneyinizde yiiksek sicaklik degigirken diigiik sicakligin bagil olarak sabit kaldig: farz
edilirse Carnot verimi dogrudan 1/7}, ile orantili olacaktir. 1/7}’ya kargihk Carnot verimini
ve yine 1/Ty’ya kargilik gercek verimi ¢iziniz. Bu iki verim arasinda 10’luk bir faktor farkinin
varhigina ragmen ayni grafik kagidi tizerine ¢izim yapilabilir.
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15) Sonuglarimiz: ve ¢izimlerinizi yorumlayiniz.

Clizelge 11.1. Deney verileri ve hesaplamalar.

OIQU.HI Rh RC Th Tc Vh Ih Vw Ph Pw
No | (k2) (k) | (°C) (°C) | (V) (W) [(V)[ W) (W)
1
2
3
4
5

Clizelge 11.2. Grafik icin degerlendirme.

Deney No ‘ Tn (K) T (K) ‘ Ngercek  MCarnot ‘ /T, (K1)

—

Ot = W N
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Clizelge 11.3. Termistor Direnci-sicakhk ¢izelgesi.

kQ °C|kQ °C|kQ °C|kQ °C|kQ °C
461 —5| 146 17 |53,2 39 |21,7 619,76 83
436 —4] 139 18 | 51,0 40 (20,9 62 9,43 84
413 —3| 133 19 48,9 41|20,1 639,12 85
3901 —2| 126 20 | 46,8 42 |19,3 64 | 8,81 86
370 —1]120 21 |44,9 43 |18,6 658,52 87
351 0 | 115 22 |43,0 44 | 17,9 66 | 8,24 88
332 1 | 109 23 /41,2 45|17.3 67 | 7,96 89
315 2 | 104 24 39,6 46 16,6 68 | 7,70 90
298 3 | 100 25 37,9 47 |16,0 69 |7.45 91
283 4 954 26364 48 [155 70 |7.21 92
269 5 [91,1 27349 49 [149 716,98 93
255 6 87,0 28335 50144 726,75 94
242 7 831 29322 51[138 736,53 95
230 8 [794 30309 52 |134 746,33 96
218 9 [759 31207 531|129 756,12 97
207 10 [ 72,5 32285 54 [124 76593 98
197 11 (69,3 33 |274 55120 77 |5/74 99
187 12 |66,3 34264 56 | 11,6 78 | 556 100
178 13 1634 35(253 57 |11,2 79 |539 101
169 14 | 60,7 36 | 24,4 58 [ 10,8 80 | 5,22 102
161 15 |58,1 37 (234 59 |104 81506 103
153 16 | 55,6 38 (22,5 60 |10,1 82 |4,91 104

NOT: Gergek sicaklik okumasi yapmak icin interpolasyon yapmaya ihtiya¢ duyacaksiniz.
Ornegin, ohmmetrenin termistoér direncini 119 kQ olarak okudugunuzu farz ediniz. Bu deger,
120 k2 (21°C) ve 115 kQ (22°C) arasinda kalir. Aranan sicaklik degeri,

Rpiiyik — R
Rpisyik — Ruiigiik

T = (Thiyik — Tiiigiix) + Tigiik

ifadesi yardimiyla, 21,2 °C’ye kargiliktar.
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